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Apresentacao

Este livro é dedicado a exposicao de resultados e métodos basicos do estudo geral
do sistema légico conhecido como légica cléssica de primeira ordem. Para explicar
o que consideramos como resultados e métodos bésicos da légica de primeira ordem,
é preciso dizer algo sobre o papel fundacional com relacao a matematica que esse
sistema l6gico desempenha.

O pensamento matematico na sua atividade normal de definir e demonstrar ma-
nipula, pelo menos de modo aparente, objetos infinitarios, como o conjunto R dos
nimeros reais, o que é diagnosticado como obstaculo a sua fundamentacao. Surge a
questao se essa manipulagao de objetos infinitarios é parte essencial do pensamento
matematico, se nao ha como representar a matematica sem recurso ao infinito atual.
H4a muito o que dizer sobre isso, mas podemos comecar a analisar o ponto através
da distingao entre o simbolismo matemético e sua interpretacao. Observamos que
o infinito presente no pensamento matematico nao se encontra no simbolismo ele
proprio, mas, se em algum lugar, apenas na interpretacao. O simbolo ‘R’ nao ¢ ele
proprio infinito, no maximo sua interpretacao pode ser essencialmente infinitaria.

A observacao acima é um primeiro passo para a tentativa de reducao finitdria da
matematica, contudo tal reducao é ainda um objetivo muito distante. Seria possivel
construir uma representacao meramente simbélica do pensamento matematico sus-
pendendo a interpretacao do simbolismo e, com isso, a presenca do infinito? Como
pensar com simbolos sem interpretacao e a presenca do infinito como um fénomeno
de superficie? Como entender o simbolismo sem sair dele? Apesar das dificuldades
alguns passos adicionais podem ser considerados, passos que sao resultado do inte-
resse historico na possibilidade de representar a matematica sem recurso ao infinito,
e que sao dados a partir da distingao entre o simbolismo e sua interpretacao. A ten-
tativa é baseada na ideia que bastaria representar o uso dos simbolos, representacao
de entendimento de outra natureza acerca do simbolismo nao é requerida, e isso pode
ser feito por meio de regras de uso que sao, também, de natureza simbdlica.

O pensamento matemético opera por meio de frases na sua atividade de definir e
demonstrar. Defini¢oes sao determinadas por frases descritivas e demonstracoes por
encadeamentos de frases. O caminho para representar de modo puramente simbdlico
a atividade matematica passa, entao, pela construcao de um sistema de frases com
a delimitacao precisa das suas regras de uso. O emprego das frases nas dedugoes
do sistema é determinado pela estipulacao dos axiomas, ou seja, de quais frases po-
dem ser usadas como premissas, e das regras de inferéncia que determinam quais
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passagens sao permitidas na atividade dedutiva. Também devemos saber como usar
frases descritivas para introduzir novos simbolos a partir dos simbolos incialmente
estipulados. Um simbolo como ‘R’ seria introduzido no nosso sistema que repre-
senta a matematica com uma descricao que determina de modo completo, dentro do
sistema, o uso do novo simbolo.

Aqui entra a légica de primeira ordem que, em parte, contém um sistema de-
dutivo de frases e regras simbodlicas que serve de base para uma tentativa de re-
presentacao finitaria da atividade matematica. Enquanto sistema de base para as
pretensoes de representacao livre de infinitude atual do pensamento matematico,
nao ¢ aceitavel usar o infinito em lugar algum no processo de constituicao do mesmo,
tampouco no correspondente processo de reducao do raciocinio matematico normal
aos procedimentos simbdlicos desse veiculo formal. Nao basta constituir o sistema
finitariamente, esse é apenas o primeiro passo. E importante também mostrar que
o sistema funciona de modo adequado sob a mesma restricao metodolégica acerca
do infinito. Para isso, ha que se mostrar, do modo mais construtivo possivel, que as
passagens do raciocinio matematico em geral estao representadas no sistema e, ao
mesmo tempo, que o sistema nao é capaz de deduzir frases além da conta. O segundo
dos dois requerimentos acima contém a demanda por demonstragoes construtivas da
conservatividade das extensoes permitidas do sistema.

Nos trés primeiros capitulos deste livro apresentamos um sistema dedutivo para
a légica de primeira ordem, aprendemos a incorporar novas regras de deducao que
representam raciocinios da matematica em geral, aprendemos que a introducao de
novos simbolos com uma descricao nao produz resultados indesejados e sobretudo,
com o teorema fundamental da teoria das dedugoes, que o alcance das dedugoes é
determinado pelo alcance da consequéncia tautolégica a partir dos axiomas bésicos
restritos as quantificagoes envolvidas. Em momento algum saimos do ambito finitario
nessa parte. Nao se trata apenas de mostrar como constituir uma representacao fi-
nitéria de parte do pensamento matematico, mas de mostrar isso finitariamente. Nao
admitimos apelar ao que queremos eliminar para tentar mostrar que o eliminamos.

O capitulo seguinte é dedicado aos famosos teoremas de Godel. Indiscutivelmente
relevantes para o projeto de redugao finitaria, esses resultados estao formulados de
modo abstrato, sem focar nas particularidades do sistema que representaria a ma-
tematica. Apenas contamos com a capacidade de nomear as proprias frases sem
deixar a linguagem, de representar a diagonalizacao e de produzir uma férmula de
dedutibilidade no sistema. Esse caminho permite apresentar demonstragoes com-
pletas e diretas, exibindo o nucleo das demonstragoes de Godel dos teoremas da
incompletude, que é simples. Encontramos ai uma juncao das nogoes de dedugao e
definicao, articuladas no teorema de Godel-Tarski e no segundo teorema de Godel,
que, talvez mais do de qualquer outro resultado, aponta para um componente do pen-
samento matematico que se distingue da atividade de definir e demonstrar dentro de
uma representacao simbodlica da matematica. Trata-se do componente responséavel
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por julgar tais representagoes com relacao a conformidade com suas préprias pre-
tensoes. A obtencao desses teoremas compromete seriamente o projeto de reducao
finitaria da matematica de mais de um modo, ponto que nao ¢é discutido neste texto.

Os dois capitulos finais contém métodos e resultados basicos acerca dos proble-
mas da definibilidade de predicados e da construcao de modelos. O infinito estéd
presente nessa parte desde o inicio, a partir da nocao de estrutura, mas mesmo aqui
um esforco foi feito em direcao a construtividade. No primeiro desses dois capitulos
finais encontramos o método de Henkin de construcao de modelos, o que fornece
outra caracterizagao das sentencas dedutiveis. O objetivo do ltimo capitulo é o de
apresentar uma caracterizacao dos predicados definiveis dada em termos da estrati-
ficacao da equivaléncia elementar introduzida por Fraissé e fecha a analise infinitaria
da légica de primeira ordem apresentada neste livro. Tal analise tem o papel de
instruir nossos juizos acerca do que pode ser capturado por uma descri¢ao formal.

Dois apéndices completam o corpo do texto com material adicional. Trata-se de
conteudo indispensével para ilustrar o papel da légica nos estudos fundacionais, mas
a inclusao desse material entre os capitulos nao favoreceria a intengao de ir direto ao
ponto das teorias da deducao e da definicao com a qual o texto foi escrito. Resultados
bésicos sobre férmulas e uma apresentacao da teoria de Zermelo-Fraenkel (ZF') com
uma amostra de seu desenvolvimento formal estao incluidos na condi¢ao de apéndice.

Algumas simplificagoes foram adotadas para colocar em relevo as ideias bésicas,
sendo que detalhes laterais podem ser adaptados. Em primeiro lugar, nao conside-
ramos simbolos para fungoes. Em segundo lugar, quando lidamos com o infinito,
lidamos apenas com o caso enumeravel. Nao ha grande perda de generalidade em
nenhuma das duas suposigoes e, além de favorecer o foco nas ideias bésicas e a
eficiéncia, elas permitem desenvolver a parte em que o infinito esta presente - os dois
capitulos finais - de modo mais construtivo.

Todas as secoes do livro incluem um exercicio ao final que tem por finalidade
auxiliar a apreensao do contetido. Um grande esforgo foi feito para evitar notagao
rebuscada, tao comum em alguns textos de légica, e para explicar as ideias bésicas
sem fazer parecer mais dificeis que sao. A sequéncia de resultados foi pensada para
alcancar eficiéncia e clareza nas demonstracoes, obtidas por concatenacoes das ideias
bésicas colocadas em relevo. Ao mesmo tempo, essa sequéncia mostra a conexao do
caminho percorrido que parte da analise finitaria da nogao de deducao, constituindo a
teoria geral da deducao, passa pela indefinibilidade e a impossibilidade de demonstrar
finitariamente, em geral, a consisténcia dessa mesma nocao, o que aponta sérias
dificuldades para o projeto de reducao finitaria, e segue para os métodos modelo-
tedricos de andlise da definibilidade e da dedutibilidade. Dito isso sobre a organizacao
e apresentacao do conteido, grande parte do que é feito neste livro ja se encontra,
com variacoes normais, na literatura. Apenas a nocao de valor de primeira ordem
com seu emprego na analise de tipos, e a concepcao segundo a qual na base de ZF
esta um conceito caracterizado por uma lista principios diretivos, nao um universo de
objetos particulares que seriam descritos pela teoria, podem ser atribuidas ao autor.
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O livro de Boolos, Burgess e Jeffrey, Computabilidade e Ligica, traduzido para
o portugués e com muito pouca sobreposicao com este, é indicado para estudo com-
plementar. Quase tudo que se encontra aqui nos trés primeiros capitulos estd no
classico Mathematical Logic, de Shoenfield, e a comparagao entre os textos é ins-
trutiva porque solugoes distintas sao apresentadas para os mesmos problemas. A
Unica excecao notavel é o teorema fundamental da teoria das deducgoes, que apa-
rece no livro First-Order Logic, de Smullyan, com outra abordagem. O teorema de
Godel-Tarski encontra-se apresentado praticamente do mesmo modo na monografia
de Tarski, Mostowski e Robinson, Undecidable Theories. Boolos, Burgess e Jeffrey
apresentam a formulagao abstrata do segundo teorema de Godel que damos aqui. O
livto Cours de Théorie des Modéles, de Poizat, contém uma exposicao do teorema
de Fraissé e muito mais. O teorema fundamental da teoria das defini¢coes é dado por
Fraissé no seu Cours de Logique Mathématique, tome 2, bem no inicio, baseado em
material desenvolvido no respectivo tome 1. O teorema da completude via método de
Henkin é também exposto por Shoenfield. O apéndice sobre féormulas adota escolhas
muito similares aquelas encontradas no ja mencionado Computabilidade e Ldgica.
Um desenvolvimento formal da teoria de conjuntos muito mais completo ¢ dado por
Bourbaki, em Théorie des Ensembles, onde os axiomas de Zermelo-Fraenkel sao adi-
cionados ao célculo epsilon como sistema de base. Os teoremas epsilon se referem,
originalmente, a esse calculo, o que explica a razao pela qual sao assim chamados.
E importante observar que no caso da teoria de conjuntos apresentada por Bour-
baki a ocorréncia irrestrita do simbolo epsilon nas féormulas dos axiomas esquema é
permitida. Portanto, o segundo teorema epsilon nao se aplica para garantir a con-
servatividade sobre Z F', que adota a logica de primeira ordem como sistema de base.
Esta é uma lista muito pessoal de livros, fortemente recomendada.

A proposta deste livro, dirigida, sobretudo, a estudantes e pesquisadores com
interesse principal em légica, é a de constituir um material basico de estudo siste-
maticamente articulado, nao um amontoado erratico de conteliidos sem um principio
organizador. Ha aqui uma exposicao de importantes mdédulos de raciocinio acerca
de dois temas logicos centrais - o tema da dedugao e o tema da definigao - a partir
de uma perspectiva fundacional sobre o pensamento matematico. Foram incluidos
apenas conteudos diretamente relevantes para esses temas. O livro foi projetado para
desenvolver competéncias indispensaveis a medida em que é percorrido sistematica-
mente do inicio ao fim, nao para ser usado como referéncia ocasional de defini¢oes
e teoremas. O corpo do texto é autocontido, nao ha citagoes nas paginas seguintes,
nao assumimos competéncias matematicas especializadas e buscamos sempre o modo
mais simples e construtivo para veicular os pontos principais na integra. O objetivo
é fornecer bases sélidas para estudos mais avancados na mesma direcao.

Agradego a Alexandre, Edgar, Gustavo e Luiza pelas contribuigoes ao projeto de
produzir e publicar este livro. Boa leitura.



CAPITULO 1

Tautologias

1. Um Sistema Dedutivo para a Légica Proposicional

Consideramos a linguagem para a légica proposicional classica formada a partir
de simbolos para negacao (—), para disjungao (V), para as proposigdes atomicas (L,
L', L", ...) e parénteses ((, )) usados para efeito de desambiguacao. Férmulas podem
ser definidas de modo usual, como sequéncias finitas de simbolos geradas de modo
apropriado. Usamos as letras A, B, C, D, E, F', G, H e I para representar férmulas
quaisquer. Eliminamos parénteses com convencoes ja bem estabelecidas.

Todas as operacoes verofuncionais representadas por tabelas de verdade podem
ser expressas por formulas dessa linguagem por métodos conhecidos. E bom ter em
mente que A V B expressa a implicacao de A para B, e é abreviada por A — B, e
que ~(—A V —B) expressa a conjuncao de A e B, e é abreviada por A A B.

Vamos estabelecer um sistema dedutivo a partir de um axioma e quatro regras,
tudo entendido como esquema:

e Axioma do terceiro excluido (com negacdo & esquerda): A V A.

A
e Regra da expansao (a esquerda): BVA
e Regra da contracao: %
AV(BV(C)
e Regra da associatividade (para a esquerda): W
e Regra do corte (a esquerda): AVBBVE'AVC

Uma deducao de uma conclusao a partir de zero ou mais premissas ¢ uma
sequéncia de férmulas em que cada elemento da sequéncia é uma premissa, ou um
axioma, ou obtida a partir de um ou dois elementos anteriores pela aplicacao de uma
regra, e tal que o dltimo elemento é a conclusao.

O método de dedugoes € tal que as premissas nao precisam ser apresentadas todas
no inicio pois elas sao utilizadas uma de cada vez ao longo da sequéncia dedutiva.

5
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O método é, também, de carater composicional, e é de facil comunicacao: Dedugoes
podem ser compostas para formar uma nova deducao, o que implica que deducoes
ja feitas podem ser usadas como macros, abreviando as dedugoes seguintes. Esse as-
pecto sera muito explorado nas préoximas secoes. Essas caracteristicas fazem com que
o método seja de particular interesse, sobretudo no contexto da logica de predicados.

1. EXERcicio. Mostre que as regras do sistema dedutivo preservam verdade.
Ou seja, mostre que sempre que as premissas da regra do corte sao verdadeiras a
conclusao também é, e sempre que a premissa das outras trés regras é verdadeira, a
conclusao também é.

2. Primeiros Exemplos

Nos exemplos de deducao a seguir escrevemos entre parénteses, de modo resumido
e ao lado de cada termo da sequéncia, a clausula a partir da qual ele foi obtido. E
importante identificar os termos correspondentes as premissas e a conclusao do argu-
mento deduzido. Cada premissa do argumento é descrita como tal entre parénteses,
e a conclusao é sempre o ultimo termo.

Essa escrita ilustra como as dedugoes sao de facil comunicacao. Nos casos em
que um termo da sequéncia ¢ obtido pela aplicagao da regra do corte, escrevemos ao
lado desse termo os numeros correpondentes as premissas dessa regra, sendo que o
nimero da primeira premissa aparece primeiro.

2. EXEMPLO. [Regra da inversaol

(1) AV B (premissa)
(2) =AV A (axioma)
(3) BV A (corte em 1, 2)

3. EXEMPLO. [Regra da associatividade para a direita]

(1) (AV B) Vv C (premissa)
(2) C'V (AV B) (inversao)
(3) (CV A)V B (associatividade)
(4) BV (C Vv A) (inversao)
(5) (BV (C)V A (associatividade)
(6) AV (B V() (inversao)

As regras da inversao e da associatividade para a direita mostram que a assimetria
na “formulacao esquerda” que demos para o sistema dedutivo nao é um problema.
A partir de agora, escrevemos ‘associatividade’ tanto para indicar o uso da regra
esquerda, quanto para indicar o uso da regra direita. Similarmente para ‘axioma’ e
‘expansao’. Para maior clareza, a regra do corte sera usada apenas em sua formulacao
original.
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4. EXEMPLO. [Regra da eliminac¢do da dupla negagaol

(1) == AV B (premissa)
(2) "AV A (axioma)
(3) AV B (corte em 2, 1)

5. EXEMPLO. [Regra da introdugao da dupla negagaol

(1) AV B (premissa)

(2) "AV ——A (axioma)

(3) BV —=A (corte em 1, 2)
(4) =—AV B (inversao)

A partir de agora escrevemos ‘dupla negagao’ para indicar o uso de qualquer uma
das duas regras derivadas acima.

6. EXEMPLO. [Regra de modus ponens|
1) A (primeira premissa)

AV B (expansao)

- AV B (segunda premissa)

V B (corte em 2, 3)

(contragao)

7. ExErcicio. Deduza —=AV C a partir de =(AV B)V (. Deduza também —-BVC
a partir da mesma premissa.

3. Mais Exemplos

Apresentamos aqui mais exemplos de dedugoes. Além de ilustrativos, esses exem-
plos desempenham papel central nas demonstracoes dos lemas contidos na segao
seguinte.

Comegamos com a regra da expansao (a esquerda) da segunda componente, pela
qual AV (C'V B) é obtida a partir de AV B. Em seguida, consideramos a regra
da contracdo na disjungao secundaria, segundo a qual podemos inferir A V B de

AV (BV B).

Outras regras de expansao da segunda componente e contracao da disjungao
secundaria podem ser formuladas e facilmente deduzidas usando aquelas que estao
deduzidas a seguir. Por exemplo, a regra que conclui (A V C) V B a partir de
AV B é obtida da regra da expansao da segunda componente pela aplicacao da
associatividade. A regra que conclui (C'V A) V B a partir de AV B é obtida pela
expansao usual seguida de associatividade. Ja a regra que conclui A V B a partir
de (AV A) V B é obtida da regra da contragao da disjungao secunddaria por duas
inversoes (da premissa e da conclusdo).
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8. EXEMPLO. [Regra da expansao da segunda componente]

(1) AV B (premissa)

(2) BV A (inversao)

(3) CV (BV A) (expansao)

(4) (C'V B)V A (associatividade)
(5) AV (CV B) (inversao)

9. EXEMPLO. [Regra da contragao da disjungao secundarial

(1) AV (BV B) (premissa)

(2) (AV B) V B (associatividade)

(3) BV (AV B) (inversao)

(4) AV (BV (AV B)) (expansao)

(5) (AV B)V (AV B) (associatividade)
(6) AV B (contracao)

Passamos agora para a regra da associatividade da disjuncao secundaria (para a
esquerda), segundo a qual podemos passar de AV (BV(C'V D)) para AV((BVC)VD,).
Em seguida nos preocupamos com a regra do corte das disjuncoes secundarias. Para
cada uma das trés regras a seguir a deducgao correspondente é bem mais complexa
que todas aquelas mostradas nos exemplos anteriores, e é bom ter em mente quais
sao as passagens principais da deducao. No primeiro caso, podemos dizer que a
passagem central é o uso corte para concluir a oitava férmula da sequéncia.

10. EXEMPLO. [Regra da associatividade da disjuncao secundaria]

AV (BV(CV D)) (premissa)

(AV B)V (CV D) (associatividade)
(AV B)V (AV B) (axioma)
—(AV B)V A) V B (associatividade)

(=(AVv B)V A)V B)VC (expansao)
—(AV B)V A)V (BVC) (associatividade)
(AV B)V (AV (BV()) (associatividade)
CVvD)V(AV(BVC()) (corte em 2, 7)
V(DV(AV (BV())) (associatividade)
V(CV(DV(AV (BVC(C)))) (expansao)
VC)V(DV(AV (BV())) (associatividade)
(BVC)V(DV(AV(BVC(C)))) (expansao)
(BVC)V(DV(AV(BVC(C))) (associatividade)
(Av(BVC))V(DV(AV(BVC()))) (expansao)
(AV(BVC(C)))V(DV(AV(BVC(C))) (associatividade)
(AV (BVC)) (contragao)

(BVC))V D (inversao)
((BV C)V D) (associatividade)
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Agora a regra que conclui AV (C'V D) a partir das premissas AV (BV C) e
AV (ﬁB V D)

11. EXEMPLO. [Regra do corte das disjungoes secundérias]

AV (BV C) (primeira premissa)
DV (AvV (BVC(C)) (expansao)

(DV A)V (BVC) (associatividade)
(BVvC)V(DVA) (inversao)

BV (CV (DVA)) (associatividade)

BV ((CV D)V A) (associatividade secundaria)
AV
A
D
cv

(

(mBV D) (segunda premissa)
V = B) V D (associatividade)
V (A V —B) (inversao)
V(D V (AV -B)) (expansao)
(C'v D)V (AV-DB) (associatividade)
((C'v D)V A)V-B (associatividade)
BV ((C'V D)V A) (inversao)
(CvD)yvVAV((CVD)VA) (corte em 6, 13)
(C'V D)V A (contracao)
AV (CV D) (inversao)

Fechamos esta segao com a regra da prova por casos, segundo a qual =(AV B)VvC
pode ser deduzida a partir de =AV C e ~-BV C.

12. EXEMPLO. [Regra da prova por casos]

(1) =AV C (primeira premissa)

(2) =BV C (segunda premissa)

(3) =(AV B)V (AV B) (axioma)

(4) (=(AV B)V A)V B (associatividade)

(5) BV (=(AV B)V A) (inversao)

(6) (-(AV B)V A)VC (corte em 5, 2)

(7) CV (-(AVB)V A) (inversao)

(8) (C'V—(AV B))V A (associatividade)

(9) AV (CV~(AV B)) (inversao)
(10) (CV—=(AV B))VC (corte em 9, 1)
(11) ((CVv—=(AV B))V ) —(AV B) (expansao)
(12) (CVv—=(AV B))V(CV-=(AV B)) (associatividade)
(13) C'v—=(AV B) (contra(;ao)
(14) =(AV B) v C (inversao)

13. EXERcic1o. Formule e deduza as regras da inversao da disjuncao secundéria
e da associatividade da disjuncao secundaria para a direita.
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4. Alguns Resultados Uteis Para Deduzir Consequéncias Validas

14. LEMA. [Teorema da dedugao]
Sejam A e B férmulas. Hd uma deducao da conclusio B a partir da premissa A
se e somente se hd uma deducao de ~AV B sem premissas.

DEMONSTRACAO. Para demonstrar a volta, basta compor uma deducao da férmula
= AV B com a premissa A e a regra de modus ponens para obter uma deducao de B
a partir de A.

Para a ida, de uma deducao de B a partir de A, denotada por d, vamos cons-
truir uma dedugao de =A V B sem premissas. A construgao ¢ feita por indugao no
comprimento de d.

Passo base:

Se d tem comprimento 1, entao B é a premissa A ou B é um axioma. No primeiro
caso, "AV B é um axioma, e é uma deducao de si mesma. No segundo caso, em que
B é um axioma, temos a seguinte dedugao de =A V B:

(1) B (axioma)
(2) AV B (expansio)

Passo indutivo:

Podemos supor que B nao ¢é a premissa A e também nao é um axioma. Entao B
é obtida ao final da deducao d pela aplicacao de uma das quatro regras primitivas
do sistema dedutivo.

Primeiro caso: B é obtida a partir de C' por expansao, B é a férmula D Vv C,
para alguma formula D. A subsequéncia de d que termina em C' é uma deducao cujo
comprimento é menor que o comprimento de d. Por hipétese de inducao, ha uma
deducao de =A VvV C. Agora, uma dedugao de =A V B pode ser obtida a partir dessa
deducao de —=A V C pela regra da expansao da segunda componente.

Segundo caso: B é obtida a partir de C' por contracao, C' é BV B. Por hipétese
de indugao, ha uma dedugao de =AV C. Uma dedugao de =AV B pode ser obtida a
partir dessa deducao de =AV(BV B) pela regra da contracao da disjungao secundaria.

Terceiro caso: B é obtida a partir de C' por associatividade, B ¢é a férmula
(DVE)VFeCéaformula DV (EVF). Por hipétese de indugao, hd uma dedugao
de AV C. Uma deducao de =A V B pode ser obtida a partir dessa deducao de
—AV (DV (EV F)) pela regra da associatividade da disjuncao secundéria.

Quarto caso: B é obtida a partir de C' e D por corte, B é a formula F'V G, C é
a formula EV F e D ¢é a formula =E V G. Por hipétese de indugao, ha uma dedugao
de =AV (EV F), e uma dedugao de =AV (-E V G). Uma dedugao de =AV (F'V G)
pode ser obtida a partir dessas duas dedugoes pela regra do corte das disjuncoes
secundarias. O

Seja A uma féormula. Definimos as disjuntas primas de A do seguinte modo: Se A
nao é uma disjungao, entao A é a unica disjunta prima de A. Se A é uma disjungao
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da forma BV C, entao uma férmula é disjunta prima de A se e somente se é disjunta
prima de B ou é disjunta prima de C'.

15. OBSERVAGAO. Cada férmula possui ao menos uma disjunta prima, o que
¢ facilmente demonstrado por inducao na complexidade da férmula dada. Uma
disjuncao nunca é disjunta prima de outra férmula.

16. LEMA. [Regra das disjuntas primas]
Sejam A e B formulas. Se toda disjunta prima de A é também disjunta prima
de B, entao hd uma deducdao da conclusao B a partir da premissa A.

DEMONSTRAGAO. Vamos demonstrar o lema por indugao no nimero de ocor-
réncias de disjuntas primas de A (cada ocorréncia de uma disjunta prima é contada
separadamente; por exemplo se A é =B V =B, a disjunta prima =B é contada duas
vezes).

Passo base:

Se hé apenas uma ocorréncia de disjunta prima em A, entao A nao é uma dis-
jungao e sua unica disjunta prima é ela prépria. Por hipdtese, A é uma disjunta
prima de B.

Vamos demonstrar por inducao na complexidade de B que se A é uma disjunta
prima de B entao ha uma deducao da conclusao B a partir da premissa A.

Se B nao for uma disjungao, entao sua unica disjunta prima é ela prépria e A é
B. Nesse caso, ha uma deducao trivial de uma linha de B a partir de A.

Vamos supor que B ¢é uma disjungao, C'V D. Por hipétese, A é disjunta prima
de C' ou A é disjunta prima de D. Por hipotese de inducao, ha uma deducao de C
a partir de A ou hd uma deducao de D a partir de A. Em qualquer caso, obtemos
uma deducao de B a partir de A por uma expansao apropriada. Isso encerra o passo
base.

Passo indutivo:

Se A possui mais de uma ocorréncia de uma disjunta prima, entdo A é uma
disjuncao, C'V D. Qualquer ocorréncia de disjunta prima em C' é uma ocorréncia
dessa mesma disjunta prima em A, o mesmo vale para D. Sabemos que C' e D
possuem ao menos uma disjunta prima cada. Portanto, o niimero de ocorréncias
de disjuntas primas em C' é estritamente menor que o numero de ocorréncias de
disjuntas primas em A, e igualmente para D.

Como toda disjunta prima de A é disjunta prima de B, temos que toda disjunta
prima de C' ¢ disjunta prima de B, e toda disjunta prima de D ¢ disjunta prima de
B. Por hipétese de inducao, ha uma deducao de B a partir de ', e hd uma deducao
de B a partir de D.

Pelo teorema da deducao, ha dedugoes de =C'V B e de =D V B. A composicao
dessas deducoes, seguida de uma aplicacao da regra da prova por casos, ¢ uma
deducao de =A V B. Pela dedugao de =A VvV B obtida, chegamos a uma deducao
de B a partir de A usando a premissa A e a regra de modus ponens. O
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17. EXERcic10. Demonstre que se A, B, C, D e E sao férmulas distintas, e
nenhuma delas é uma disjungao, entdo as disjuntas primas de AV (BV (CV (DV E)))
sao A, B, C, D e E. Enuncie e demonstre por inducgao o resultado correspondente
para um numero qualquer de férmulas dadas.

5. Toda Tautologia é Dedutivel

Vamos mostrar como usar os resultados obtidos para construir, a partir de uma
formula A, uma sequéncia de férmulas que é uma deducao de A desde que A seja
tautologia. Uma tautologia é uma férmula que é satisfeita, segundo as regras usuais
para a determinagao do valor de verdade de negacoes e disjuncoes, em qualquer
atribuicao de valor de verdade para as férmulas atomicas. Antes disso, precisamos
de um lema sobre tautologias:

18. LEMA. Se A ¢ uma formula tal que toda disjunta prima de A € atomica ou
negacao de atomica, e nao hd uma formula atomica tal que ela propria e sua negacao
sao ambas disjuntas primas de A, entao A ndao € uma tautologia.

DEMONSTRAGAO. Vamos demonstrar os dois fatos seguintes, a partir dos quais
o resultado é obtido.

(i) Se uma atribuigao de valor de verdade para as sentengas atomicas atribui falso
para as sentencas atomicas que ocorrem como disjuntas primas em A e verdadeiro
para as sentencas atOmicas cujas negacoes ocorrem como disjuntas primas em A,
entao essa atribuicao nao satisfaz A.

(77) Se A é uma férmula que satisfaz as hipéteses do lema, entao ha uma atribuicao
de valor de verdade para as sentengas atomicas que satisfaz o antecedente de (7).

Para demonstrar (i7), definimos uma atribuigao estipulando que uma sentenga
atomica é verdadeira se e somente se nao ocorre como disjunta prima em A. Como
nao ha uma formula atomica tal que ela prépria e sua negacao sao ambas disjuntas
primas de A, essa atribuicao satisfaz o antecedente de (7).

A demonstragao de (i) pode ser feita por indugao no nimero de ocorréncias de
disjuntas primas em A como segue.

Passo base:

Se hé apenas uma ocorréncia de disjunta prima em A, entao A nao é uma dis-
jungao e sua unica disjunta prima é ela propria. Nesse caso, A é atomica ou negacao
de atomica. O fato (i) é bvio nesse caso.

Passo indutivo:

Se ha mais de uma ocorréncia de disjunta prima em A, entao A é uma disjuncao,
BV C. Uma atribuigdo qualquer que satisfaz o antecedente de (i) para A, também
o satisfaz para B e para C'. Por hipdtese de inducao, B e C nao sao satisfeitas por
essa atribuicao. Como A é BV C', temos que A nao é satisfeita por essa atribuicao.

O fato (i) estd assim estabelecido por indugao, e a demonstragao do lema estd
completa. ]
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19. OBSERVACAO. Se cada disjunta prima de uma tautologia é atdémica ou nega-
cao de atomica, entao ha entre suas disjuntas primas uma féormula e sua negacao.

20. TEOREMA. [Teorema das tautologias]
Se uma formula A € uma tautologia entao hd uma deducao de A.

DEMONSTRACAO. O resultado serd demonstrado por inducao na soma dos com-
primentos das ocorréncias de disjuntas primas em A.

Passo base:

Se a soma dos comprimentos das ocorréncias de disjuntas primas em A ¢é igual a
1, entao A é atomica e nao é tautologia.

Passo indutivo:

Se dentre as disjuntas primas de A ha uma férmula B e sua negagao, entao, pela
regra das disjuntas primas, hd uma deducao de A a partir de =BV B. Como =BV B
é um axioma, essa deducgao é uma deducao de A.

Seja A uma férmula complexa que é tautologia, e assuma a hipétese de inducao.
Pelo paragrafo anterior, basta mostrar que ha uma deducao de A assumindo que nao
hé uma féormula e sua negacao entre as suas disjuntas primas.

Se nao hd uma férmula e sua negacao entre as disjuntas primas de A, entao,
pelo lema precedente, ha uma disjunta prima de A que nao é atomica nem negacao
de atomica. Seja B uma disjunta prima de A que nao é atomica nem negacao de
atomica. Sabemos que B também nao é uma disjuncao, pois nenhuma disjungao é
disjunta prima de outra formula. Ficamos com dois casos apenas:

(1) Se B é =—(C, entao A e =—C'V D possuem as mesmas disjuntas primas, sendo
que D é uma férmula que tem uma ocorréncia de cada disjunta prima de A diferente
de B. Para fixar as ideias, podemos estipular que D é obtida pela disjunc¢ao iterada
associada pela direita das disjuntas primas de A diferentes de B, na ordem em que
elas ocorrem em A. Pela regra das disjuntas primas, ha uma deducao de A a partir
de =—C'V D e vice-versa. Em particular, =—C' VvV D é uma tautologia. Desse modo,
C VvV D é também uma tautologia e a soma dos comprimentos das ocorréncias de
disjuntas primas em C'V D é estritamente menor que a soma correspondente para
A. Por hipétese de inducao, ha uma dedugao de C'V D. Essa deducao pode ser
convertida em uma deducao de A pela aplicagao da regra da introducao da dupla
negacao, seguida da aplicacao regra das disjuntas primas.

(771) Se B é =(C' V D), entao A e =(C VvV D) V E possuem as mesmas disjuntas
primas, onde E é uma féormula que tem uma ocorréncia de cada disjunta prima de
A diferente de B. Pela regra das disjuntas primas, ha uma deducao de A a partir
de =(C' VvV D) V E e vice-versa. Em particular, =(C'V D) V E é uma tautologia.
Desse modo, =C'V E e =D V FE sao tautologias cujas somas dos comprimentos das
ocorréncias de disjuntas primas sao estritamente menores que a soma correspondente
para A. Por hipdtese de indugao, ha uma dedugao de =C'V E e hd uma dedugao de
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- DV E. Essas deducoes podem ser convertidas em uma deducao de A pela aplicagao
da regra da prova por casos, seguida da aplicacao regra das disjuntas primas. Il

21. EXEMPLO. Seguindo a demonstracao do teorema das tautologias, vamos de-
duzir a tautologia
(=LV—(L'V L")V (—-=L'VvL".

Primeiro, observamos que as disjuntas primas da tautologia acima sao as fér-
mulas =L, =(L'V L"), ==L’ e L". Pela regra das disjuntas primas, bastaria deduzir
=LV (=(L' Vv L")V (=LVL")).

Pela regra da introducao da dupla negacao, bastaria deduzir
L'V (=(L'Vv L")V (=LvVvL")).
Pela regra das disjuntas primas, bastaria deduzir
—(L'V L")V ((=LV(L"VLY)).
Pela regra da prova por casos, bastaria deduzir ambas

L'V (=L V (L' v L')))

L'V (=L Vv (L"V L))).

Mas, usando a regra das disjuntas primas, a primeira dessas férmulas é dedutivel
a partir do axioma —L'V L/, e a segunda é dedutivel a partir do axioma —L" Vv L".

Explicitamente,

(1) =L’ v L' (axioma)

L'V ((=LV (L"V L)) (regra das disjuntas primas)
-L" Vv L" (axioma)
-L"V (=L Vv (L"V L)) (regra das disjuntas primas)
—(L'Vv L”) ((nL Vv (L"V L)) (regra da prova por casos em 2 e 4)
L'V (=(L'Vv L")V (=LV L") (regra das disjuntas primas)
L'V (=(L'Vv L")V (=LVv L") (introdugao da dupla negagao)
(nLV—(L'V L")V (=-=L'V L") (regra das disjuntas primas)

é uma deducao da férmula inicial.

(2)
(3)
(4)
()
(6)
(7)
(8)

22. ExERcicio. Seguindo a demonstracao do teorema das tautologias, construa
uma deducao para a seguinte tautologia:

(=~(L"V (<L L")V L)V (~(=L/ vV ")V L)



CAP{TULO 2
Transigao para a Logica de Primeira Ordem

1. Predicacao e Quantificacao

Estendemos a linguagem da logica proposicional cldssica com pronomes (i, 7,
k, i, ...), nomes préprios (f, g, h, f’, ...), um simbolo para quantificacdo existen-
cial (3) e consideramos agora simbolos tanto para proposigoes atomicas quanto para
predicados de aridade maior que zero (L, M, N, O, L', ...). Dizemos que simbolos
para proposicoes atomicas sao simbolos de predicado de aridade zero, e nos referimos
coletivamente aos simbolos para proposigoes atomicas e para predicados de aridade
maior que zero como simbolos de predicado, simplesmente. Novamente, férmulas
podem ser definidas de modo usual, como sequéncias finitas de simbolos geradas
de modo apropriado, e sao representadas pelas letras maitusculas do inicio do alfa-
beto. Também usamos letras com distintivos, A’, B’, por exemplo, para representar
formulas. Simbolos de predicado sao representados por P, () e R. Pronomes e nomes
proprios sao coletivamente chamados de nomes. Usamos ¢, u e v para representar
nomes quaisquer, enquanto usamos x, ¥y, z € w para representar pronomes quaisquer
apenas. [ndices numéricos subscritos sdo usados algumas vezes. Qualquer outra
notacao utilizada é explicada.

As nocoes de ocorréncia ligada e ocorréncia livre de um pronome em uma férmula
pode ser definida normalmente, assim como a nocao de substituicao de nomes por
pronomes. A notacao A,, [t ,u,...| é usada para indicar a substitui¢do simultanea
das ocorréncias livres de z, y, ... por t, u, ..., respectivamente, apenas nos casos
em que z, ¥y, ... representam pronomes distintos entre si e que a substituicao de um
pronome por outro nao resulta em uma ocorréncia ligada do segundo.

Uma férmula fechada é uma féormula sem ocorréncias livres de pronomes. Férmu-
las fechadas sao também chamadas de sentencas. Uma férmula aberta é uma férmula
sem ocorréncias ligadas de pronomes, ou seja, sem ocorréncias de quantificadores.

Nao exigimos que nossos estoques de nomes préprios e simbolos de predicado
sejam esgotados na definicao das férmulas. Ao contrario, sempre assumimos que
nomes proprios e simbolos de predicado, ilimitados em quantidade, nao foram usados
e estao disponiveis para serem introduzidos como simbolos ainda nao utilizados.
Claro que isso pode ser facilmente arranjado na definicao das férmulas. Em cada
formula ha apenas uma quantidade finita de ocorréncias de simbolos. Chamamos de
linguagem da formula A o estoque finito de simbolos que ocorrem em A. Tudo o que
precisamos sobre férmulas encontra-se no apéndice A.

15
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Adicionamos ao sistema dedutivo do capitulo anterior um axioma e uma regra.
Na representacao abaixo o axioma e a regra devem ser entendidos como esquemas
em que z representa um pronome qualquer, A representa uma férmula qualquer e B
representa uma formula qualquer em que x nao ocorre livre. Além disso adotamos
um simbolo para a implicagdo (—), que deve ser entendido como abreviagao. Do
mesmo modo, adotamos um simbolo para a quantificagao universal (V), que também
deve ser entendido como abreviagao: VxA é a abreviagao de —=3zr—A e uma férmula
desse tipo é chamada universal.

e Axioma da substituicio: A, [t] — dxA

A—B
e Regra da introdugao do existencial: m

(x ndo ocorre livre em B).

A nocgao de dedugao é definida como antes: Uma dedugao de uma conclusao a
partir de zero ou mais premissas é uma sequéncia de formulas em que cada elemento
da sequéncia é uma premissa, ou um axioma, ou obtida a partir de um ou dois
elementos anteriores pela aplicacao de uma regra, e tal que o ultimo elemento ¢é a
conclusao. Podemos definir, também, a nocao de tautologia na presenca de predi-
cados e quantificacao: Uma tautologia é uma férmula que é satisfeita em qualquer
atribuicao de valor de verdade para as férmulas atomicas e existenciais.

O teorema das tautologias, demonstrado na secao anterior, pode ser usado para
concluir, por exemplo, que se E é consequéncia tautolégica de A, B C' e D, entao
ha uma deducao de E a partir de A, B C' e D. De fato, suponhamos que E é
consequéncia tautolégica de A, B C' e D, ou seja, que =AV (=BV (=C'V (=D V E£)))
¢ uma tautologia, ou, equivalentemente, que (A A (B A (C A D))) — E é uma
tautologia. A composigdo de uma dedugao de ~AV (=B V (=C V (=D V E))) (dada
pelo teorema das tautologias) com uma aplicagdo de modus ponens para cada uma
das quatro premissas na ordem apropriada constitui uma dedugao de E a partir de A,
B, C'e D. Em ultima anélise, a deducao obtida desse modo usa apenas o axioma do
terceiro excluido e as regras de expansao, contracao, associatividade e corte. Claro
que isso pode ser generalizado para qualquer nimero de premissas.

Acabamos de ver que qualquer caso de consequéncia tautoldgica pode ser usado
como macro em uma deducao. Por outro lado, como o axioma do terceiro excluido é
uma tautologia e regras de expansao, contragao, associatividade e corte sao casos de
consequéncia tautoldgica, cada formula que ocorre em uma dedugao sem o axioma
da substituicao e sem a regra da introducao do existencial é consequéncia tautoldgica
das premissas.

Com isso, o sistema dedutivo que acabamos de apresentar pode ser resumido
a combinacao dessa clausula geral da consequéncia tautolégica com o axioma da
substituicao e a regra da introducgao do existencial. A partir de agora vamos usar
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essa caraterizagao do sistema dedutivo e nao vamos nos ocupar em deduzir uma
conclusao a partir de premissas em ntimero qualquer se a conclusao for consequéncia
tautolégica das premissas. Encerramos essa secao com uma observagao relevante
sobre consequéncia tautoldgica.

23. OBSERVACAO. Suponha que F é consequéncia tautolégica de A, B, C e D
e que temos uma transformacao de férmulas que transforma A em A’, B em B’, C
em C', Dem D' e E em E’. Suponhamos ainda que a transformacao dada preserva
disjuncoes e negagoes, ou seja, que transforma férmulas do tipo F'V G e —=F em
F'VvV G' e =F' respectivamente, em que F’ e G’ sao as transformadas de F' e G.
Nesse caso, E' é consequéncia tautoldgica de A, B', C' e D'. De fato, se o é uma
atribuicao de valor de verdade para férmulas atomicas e existenciais, entao definimos
uma atribuicao 7 do seguinte modo: Se F' é atomica ou existencial, entao 7 atribui
para F' o mesmo valor de verdade que o atribui para F".

Agora, uma férmula G qualquer é satisfeita em 7 se e somente se G’ é satisfeita
em o. Isso é demonstrado por indugao no nimero de disjuncgoes e negacoes de G. Se
G é atomica ou existencial, entdao G é satisfeita em 7 se e somente se G é satisfeita
em o pela definicao de 7. Se G é uma disjuncao, H V I, entao GG é satisfeita em 7 se e
somente se pelo menos uma dentre H e [ é satisfeita em 7. Por hipdtese de indugao,
pelo menos uma de H e [ é satisfeita em 7 se e somente se pelo menos uma dentre
H' e I' é satisfeita em o, ou seja, se e somente se H' V I’ é satisfeita em o. Mas
H' v I' é a transformada de H V I, por hip6tese, e H V I é GG. De tudo isso temos
que G é satisfeita em 7 se e somente se G’ (que é H' vV I') é satisfeita em 0. Se G é
uma negacao, - H, entao G ¢é satisfeita em 7 se e somente se H nao ¢é satisfeita em 7.
Por hipétese de inducao, H nao é satisfeita em 7 se e somente se H' nao é satisfeita
em o, ou seja, se e somente se ~H' é satisfeita em 0. Mas —H' é a transformada de
—H, por hipdtese, e =H é G. Temos que G ¢ satisfeita em 7 se e somente se G’ (que
é = H') é satisfeita em o.

Por hipétese, "AV (=B V (-C' V (=D V E))) é uma tautologia, e é satisfeita em
7, como consequéncia. A transformada dessa féormula é

—A'V (=B'V (=C"V (=D'V E"))),

e ¢ satisfeita em o, pelo pardgrafo anterior. Como o é uma atribuicao qualquer,
concluimos que —A" V (=B’ V (=C" VvV (=D" v E’))) é uma tautologia, ou seja, F’
é consequéncia tautologica de A’, B', C" e D', como queriamos. O resultado é
claramente geral, valido para consequéncia tautologica a partir de qualquer niimero
de formulas.

24. EXERcic1o. Demonstre que cada férmula que ocorre em uma deducao sem
o axioma da substitui¢ao e sem a regra da introducao do existencial é consequéncia
tautolégica das premissas (por indugao no comprimento da dedugao). Dé um exemplo
de férmula do tipo dxA que seja dedutivel e apresente uma deducao da mesma.
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2. Regras e Propriedades Basicas

Precisamos estabelecer regras basicas envolvendo as novas formulas e introduzir o
quantificador universal. Além do teorema da substituicao e da regra da introdugao do
universal, sao de especial interesse imediato as regras de interagao dos quantificadores
com as outras operagoes logicas, e a regra da generalizacao. Vamos comegar com um
teorema sobre a distributividade do quantificador existencial na disjuncao.

25. EXEMPLO. [Regra da distributividade do existencial na disjuncao]

(

1) A — JzA (axioma da substituicao)

2) B — JxB (axioma da substituicao)

3) (AV B) — (JzAV JxB) (consequéncia tautolégica de 1 e 2)
4) Jz(AV B) — (3zAV 3z B) (introducao do existencial)

5) (A V B) — Jz(AV B) (axioma da substituigao)

6) A— (AV B) (tautologia)

7) A — Jz(AV B) (consequéncia tautolégica de 5 e 6)

8) JzA — Jx(AV B) (introdugdo do existencial)

9) B — (AV B) (tautologia)

0) B — Jz(AV B) (consequéncia tautoldgica de 5 e 9)

1) 3xB — 3x(A V B) (introdugao do existencial)

2) Jz(AV B) <> (3xA V JzB) (consequéncia tautoldgica de 4, 8 e 11)

(
(
(

Propriedades e regras basicas da quantificacao universal podem ser estabelecidas
facilmente usando as propriedades e regras correlatas da quantificacao existencial.
Os primeiros exemplos disso sao o teorema da substituicao e a regra de introducao
do universal.

(
(
(
(
(
(
(
(
1
1
1

26. EXEMPLO. [Teorema da substituigao]

(1) =A,[t] = Jz—A (axioma da substituigao)
(2) VxA — A,[t] (consequéncia tautoldgica de 1 e defini¢ao de V)

Por instancia de uma férmula A entendemos uma férmula obtida pela substituicao
uniforme de ocorréncias livres de pronomes em A por nomes (quaisquer). Uma
instancia fechada de A é uma instancia de A que é uma sentenca.

No proximo exemplo supomos que x nao ocorre livre em A. Trata-se de um
exemplo relevante pois a regra da generalizacao é uma consequéncia direta dele.

27. EXEMPLO. [Regra da introducao do universal]
(1) A— B (premissa)
—B — —A (consequéncia tautologica de 1)

1)

(2)

(3) 3x—B — = A (introdugao do existencial)

(4) A — VaB (consequéncia tautolégica de 3 e definigao de V)



2. REGRAS E PROPRIEDADES BASICAS 19

Nao vamos continuar indicando que a abreviacao Vx de ~3Jx— foi utilizada. Ape-
sar de o quantificador universal ter sido definido a partir do existencial, na secao
destinada as operagoes prenexas eles sao tratados separadamente e com o mesmo
status.

28. EXEMPLO. [Regra da generalizacao|

(

1) A (premissa)
(2
(3
(4

)
) 3z AV IzxA — A (consequéncia tautoldgica de 1)
) 3z AV IJxA — VA (introducdo do universal)

) Yz A (consequéncia tautoldgica de 3)

Segundo a regra da generalizagao, nao é possivel fazer uma afirmacgao particular
usando pronomes. No sistema dedutivo apresentado, afirmar P(x), por exemplo, é o
mesmo que afirmar Yz P(z). Uma composigao iterada da regra da generaliza¢ao com
o teorema da substituicao e a regra de modus ponens pode ser usada para mostrar
que qualquer instancia de A pode ser deduzida a partir de A. Por exemplo, vamos
deduzir A, ,[t, u] a partir de A.

Se t nao representa o mesmo pronome que ¥, entao obtemos Aw[t, u] a partir de
A por generalizagdo em x, substituigao (VoA — A,[t]), modus ponens, generalizac¢ao
em y, substituicdo (VyA,[t] = A;[t],[u]) e modus ponens. Caso contréario, primeiro
substituimos = e y por pronomes novos z e w que nao ocorrem em A e obtemos
A, ,lt,u] a partir de A, [z, w] por generalizacdo em z, substitui¢do, modus ponens,
generalizacao em w, substituicao e modus ponens.

Fechamos essa secao com as regras da distributividade dos quantificadores na
implicagao.

29. EXEMPLO. [Regra da distributividade do existencial na implicacao]

(1) A — B (premissa)

(2) B — 3B (axioma da substituicao)

(3) A — JzB (consequéncia tautoldgica de 1 e 2)
(4)

3
4) dxA — JxB (introducdo do existencial)

30. EXEMPLO. [Regra da distributividade do universal na implicacao]

(1) A — B (premissa)
(2) VA — A (teorema da substitui¢ao)
(3) VA — B (consequéncia tautolégica de 1 e 2)
(4) VxA — VaB (introdugao do universal)
31. ExErcicio. Deduza JaVyA — Vy3dzA. Formule e deduza uma regra da
distributividade do universal na conjuncao.
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3. O Teorema dos Nomes Proéprios e o Teorema da Deducao

Sejam I' um estoque de premissas, A uma férmula e ¢y, t5, ... um estoque de
nomes préprios distintos que nao ocorrem em I' nem em A. Nessas condicoes seria
de se esperar que se ha uma deducao de A a partir de I', entao ha uma deducao de
A a partir de I' em que os nomes préprios ti, ta, ... nao ocorrem. Por outro lado,
se hd uma dedugao de uma instancia de A do tipo A, 4, [t1,t2,...] a partir de T,
entao, como os nomes proprios tq, tq, ... sao todos distintos e nao ocorrem no estoque
de premissas, nao ha nada especial sobre esses nomes e seria de se esperar que ha
também uma dedugao de A a partir de I'. Realmente.

32. TEOREMA. [Teorema dos nomes proprios]

Nas condicoes estabelecidas acima, hd uma deducao de A a partir de I' sem
ocorréncias de nomes proprios do estoque ti, to, ... se e somente se ha uma deducao
de Ay, u.. [t1, 12, ...] a partir de T'.

DEMONSTRAGAO. Se hd uma deducao de A a partir de I', entao h& uma dedugao
de Ay o, [t1, 12, ...] & partir de I', pois A,, 4, [t1,t2,...] é instancia de A.

Por outro lado, suponhamos que ha uma dedugao d de A,, 4, [t1,12,...] a partir
de I'. Vamos fixar um estoque 1, 42, ... de pronomes distintos dois a dois e tais
que nenhum deles aparece em d ou na lista xq, x5, ... dada. Substituimos ¢y, t, ...
por yi, ya, ..., respectivamente, de modo uniforme na deducao d. Essa substituicao
nao altera as premissas de I' (pois ndo é o caso que pelo menos um de ty, to, ...
ocorre em I'), e preserva cada axioma e regra de inferéncia. Portanto, o resultado

de tal substitui¢ao ¢ uma dedugdo de A, 4, [Y1,¥2,...]. Como A é, por sua vez,
uma instancia de Ay, +,..[y1, Y2, ...], pois as ocorréncias livres de yy, yo, ... na ultima
correspondem as ocorréncias livres de xy, o, ... na primeira, temos que ha uma

deducao de A a partir de I' sem uso de nomes préprios novos.

De modo mais preciso, demonstramos por indu¢ao no comprimento de d que a
sequéncia obtida pela substituicao uniforme de t;, t5, ... pelos pronomes 1, ¥s, ...,
respectivamente, na deducao d, é, por sua vez, uma dedugao de Ay, 4, . [y1, Y2, ...] sem
uso dos nomes préprios novos. A sequéncia assim obtida é chamada abreviadamente
de sequéncia transformada.

De fato, se d tem comprimento 1, entdo Ay, 4, .. [t1, 2, ...] ¢ uma premissa de I' ou
é um axioma. No primeiro caso, como 0s nomes proprios novos nao ocorrem em uma

férmula de I', concluimos que os pronomes x1, xs, ... ndao podem ocorrer em A. Disso
segue que Ay, 4, [y1,Y2,...] é a propria A, que é também A, ,, [t1,1s,...]. Portanto,
Ayl 2o, Y1, Y2, ...] é uma férmula de I' e a sequéncia transformada é uma deducao

sua. No segundo caso, como os axiomas sao preservados por substituicao uniforme,
temos também que a sequéncia transformada é uma deducao de Ay, 4, (Y1, Y2, ...
Agora, se d tem comprimento maior que 1 e A,, ., [t1,t2,...] é obtida pela aplicacao
de uma regra de inferéncia, entao basta usar que as regras sao preservadas por
substituicao uniforme e a hipdtese de inducao para concluir que ha uma deducao de
Ayy 2. [Y1, Y2, ...] do tipo apropriado. O
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No sistema apresentado, usamos nomes proprios para fazer afirmagoes particu-
lares. O uso dos pronomes é inapropriado para isso, como consequéncia da regra
da generalizacao. Contudo, o teorema dos nomes préprios mostra que, qualquer
afirmacao deduzida a partir de premissas em que os nomes proprios ti, to, ... Nao
ocorrem corresponde a uma afirmagao geral. Isso é muito ttil, e é importante ter
em mente a estratégia de substituir nomes préprios por pronomes preservando as
deducgoes empregada na demonstracao acima.

33. TEOREMA. [Teorema da deducao]
Sejam A uma sentenca, B uma formula e I' um estoque de formulas. B é dedutivel
a partir A e de I" se e somente se A — B € dedutivel a partir de I.

DEMONSTRACAO. Se A — B ¢é dedutivel a partir de I", entao, usando modus
ponens temos imediatamente que B é dedutivel a partir A e de I'.

Suponhamos que ha uma deducao d de B a partir A e de I'. Vamos demonstrar,
por indugao no comprimento da deducao, que d pode ser transformada em uma
dedugao de A — B a partir de I'.

Passo base:

Se B é um axioma, entao A — B é consequéncia tautologica desse axioma. Se
B é A, entao A — B ¢é uma tautologia. Se B é uma premissa de ', entao A — B é
consequéncia tautoldgica dessa premissa. Em qualquer caso, temos uma deducao de
A — B a partir de T'.

Passo indutivo:

Se B é obtida como consequéncia tautologica de C7, Cy, ..., férmulas anteriores
na deducao d, entao A — B é obtida como consequéncia tautolégica de A — Cf,
A — (Cy, ..., para as quais ja temos deducoes a partir de I' apenas, por hipotese de
inducao. Portanto, a composicao dessas dedugoes ampliada com A — B no final é
uma dedugao de A — B a partir de I

Suponhamos que B é dxC' — D, e é obtida pela aplicacao da introducao do
existencial em C' — D, em que x nao ocorre livre em D. Nesse caso, A — B é
consequéncia tautolégica de 3zC — (A — D). Como z nao ocorre livre em A (pois
A ¢é sentenca) nem em D (por hipdtese), 3zC — (A — D), ¢ obtida a partir de
C — (A — D) por introdugao do existencial. Agora, C' — (A — D) é consequéncia
tautologica de A — (C' — D), para a qual temos uma deducao a partir de I, por
hipétese de inducao. Esta claro como compor uma deducao de A — B a partir de I’
usando a hipotese de indugao e as passagens mostradas acima. O

O teorema da deducao é um grande facilitador quando estamos interessados em
mostrar que ha uma deducgao de uma implicacao a partir de premissas dadas: Basta-
ria deduzir o consequente a partir do estoque de premissas ampliado com o antece-
dente. Uma deducao desse segundo tipo é formalmente menos complexa, em geral,
que a deducao direta da implicacao a partir das premissas dadas apenas. Seria de-
sejavel ampliar o escopo desse método, contornando a exigéncia sobre o antecedente
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da implicagao. Isso é possivel com a ajuda do teorema dos nomes préprios. De fato,
pelo teorema dos nomes proprios, para mostrar que hd uma deducao de A — B a
partir de I', basta mostrar que A" — B’ é dedutivel a partir de I', em que A" — B’
¢ uma instancia de A — B determinada pela substituicao uniforme de todos os pro-
nomes com ocorréncias livres em A por nomes préprios novos. Podemos aplicar o
teorema da dedugao para A" — B’ e concluir que basta mostrar que hd uma deducao
de B’ a partir de A" e I" para mostrar que hd uma deducao de A — B.

34. EXERcICIO. Seguindo o comentério imediatamente apds a regra da genera-
lizagdo na secao anterior, formule e demonstre o resultado geral que uma instancia
de uma formula A é dedutivel a partir de A. Usando a notacao da demonstracao

do teorema dos nomes préprios, demonstre que Ay, 4, . [Y1,Y2,...] ¢ obtida a partir
de Az s, [t1,12,...] pela substituicao de ty, to, ... por yi, ya, ..., €, igualmente, que
A é recuperada a partir de Ay, 4, [y1, Y2, ...] pela troca de yy, yo, ... por xy, Ta, ...,
respectivamente. Mostre ainda que a troca de ty, to, ... por y;, ¥y, ... preserva cada

emprego de axioma e regra de inferéncia na deducao.

4. Substituicao de Equivalentes

Uma propriedade adicional da légica de primeira ordem é a possibilidade de
substituicao de uma ocorréncia de uma férmula por outra dedutivamente equivalente.

35. TEOREMA. [Teorema da substitui¢ao de equivalentes]

Sejam I' um estoque de premissas, A uma formula, Cy, Dy, Cs, Do, ... formulas
dadas. Suponhamos que B € uma formula obtida a partir de A pela substituicdo de
algumas ocorréncias de Cy, Cs, ... por Dy, Ds, ..., respectivamente. Se Cy < Dy,
Cy < Dy, ... sao dedutiveis a partir de I', entdo A <> B também € dedutivel a partir
de T'.

DEMONSTRACAO. Podemos demonstrar o resultado por inducdo na complexi-
dade de A. Antes de demonstrar os passos da inducao, observamos que resultado
vale no caso particular em que apenas a substituicao da formula A inteira é realizada.
De fato, nesse caso temos que as formulas A e B sao C; e D;, respectivamente, para
algum 7. Se A e B sao C; e D;, respectivamente, entao da hipétese que C; <> D;
é dedutivel segue que A <> B também ¢é dedutivel. Observamos ainda se nenhuma
substituicao é realizada, entao B é A, a equivaléncia A <+ B é uma tautologia e o
resultado também vale nesse caso.

Passo base:

Se A é atomica, entao a tunica ocorréncia de subférmula em A é a férmula inteira.
Nesse caso, no maximo uma substitugao de férmulas pode ser realizada e o resultado
esta estabelecido pelas observagoes preliminares acima.

Passo indutivo:
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Se A é —~F, entao, pelas observagoes preliminares, podemos supor que B é —F,
em que F' é obtida a partir de E pela substituicao de ocorréncias de C, Cs, ... por
Dy, D,, ..., respectivamente. Por hipotese de inducao, E <+ F' é dedutivel a partir de
I'. Como A <+ B é consequéncia tautolégica de E <+ F, temos que A <> B também
¢é dedutivel a partir de I'.

Se A é EV F, entao, pelas observagoes preliminares, podemos supor que B é
GV H em que G e H sao obtidas a partir de F e F' pela substituicao de ocorréncias
de (4, Csy, ... por Dy, D,, ..., respectivamente. Por hipdtese de inducao, E <> G e
F < H sao dedutiveis a partir de I'. Como A <> B é consequéncia tautolégica de
E+ GeF < H, temos que A <+ B também é dedutivel a partir de I'.

Se A é dx F, entao, pelas observacoes preliminares, podemos supor que B é dx F,
em que F' é obtida a partir de E pela substituicao de ocorréncias de C, Cs, ... por
Dy, D, ..., respectivamente. Por hipdtese de indugao, FE <+ F' é dedutivel a partir de
I'. Podemos compor uma deducao de E <+ F' a partir de I' com a seguinte deducao
de A <+ B a partir de E' <> F para construir a deducao desejada de A <+ B a partir
de I':

1
2
3
4

E < F (premissa)

E — F (consequéncia tautolégica de 1)

F — F (consequéncia tautolégica de 1)

F — 3z F (axioma da substituigao)

E — 3z FE (axioma da substituicao)

E — JzF (consequéncia tautolégica de 2 e 4)
F — JzE (consequéncia tautoldgica de 3 e 5)
JzE — JxF (introducao do existencial em 6)
JzF — JxFE (introducao do existencial em 7)
JzF <« JxF (consequéncia tautoldgica de 8 e 9)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
10)

(
O

O teorema da substituicao de equivalentes pode ser usado para mostrar que pro-
nomes ligados a quantificadores em uma férmula A podem ser renomeados para obter
uma férmula B dedutivamente equivalente a A. Isso é deixado como exercicio.

36. EXERcic1O. Mostre que se C' é uma férmula em que y nao ocorre, entao
J2C <« FyC.ly] é dedutivel. Use o teorema da substitui¢do de equivalentes para
mostrar que se B é obtida a partir de A pela substituicao de ocorréncias de férmulas
do tipo JxC' por férmulas do tipo JyC,[y], em que y é um pronome que nao ocorre
em A, entao ha uma dedugao de A <+ B. Dizemos que uma equivaléncia dedutivel
desse tipo é uma renomeagao de pronomes ligados.

5. Simbolos Novos Introduzidos com uma Descrigao

Uma operacgao usual na teorizagao matematica é a introducao de simbolos novos
acompanhados de uma descricao. Se uma sentenca existencial dzA é dedutivel,
podemos introduzir um nome préprio novo t tal que a instancia A,[t] de A pode ser
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assumida como premissa. Dizemos que a sentenca A,[t] é uma descricdo de t. Se
temos uma féormula B, entao podemos introduzir um simbolo de predicado novo P,
cuja aridade é o nimero de pronomes com ocorréncias livres em B, tal que a férmula
B < P(x1,x9,...) pode ser assumida como premissa, em que Z, s, ... representam
pronomes com ocorréncias livres em B. Dizemos que a férmula B < P(z1, 29, ...)
é uma descricao de P. Essas formas de introducao de simbolos novos sao muito
importantes, e a presente secao tem por finalidade mostrar que elas nao trazem
consequéncias adicionais que dizem respeito a linguagem original.

37. TEOREMA. Sejam I' um estoque de formulas, 3xA uma sentenca dedutivel
a partir de I' e t wum nome proprio novo. Uma féormula B sem ocorréncias de t é
dedutivel a partir de I se e somente se € dedutivel a partir de I' e A,[t].

DEMONSTRAGAO. Seguindo a notacao do enunciado, se B é dedutivel a partir
de I, entao ¢ imediato que B ¢é dedutivel a partir de I' e A,[t]. Resta demonstrar a
conversa.

Suponhamos que B seja dedutivel a partir de I" e A,[t]. Pelo teorema da dedugao,
hé uma dedugao d de A,[t] — B a partir de I". A demonstragdo do teorema dos
nomes proprios mostra que a substituicao do nome préprio novo ¢ por um pronome
novo y que nao aparece na deducao d, transforma d em uma deducao de A,[y| — B
a partir de I', pois ¢ nao ocorre em B. Pela regra de introdugao do existencial,
JyA,[y] — B é dedutivel a partir de T,

Por hipétese, ha uma deducao de drA a partir de I'. Pelo exercicio da secao
anterior, JyA,[y] também é dedutivel a partir de I'. Como vimos acima, JyA,[y] — B
também ¢é dedutivel a partir de I'. A composi¢ao de uma deducao de JyA,[y] a partir
de I" com uma dedugao de JyA,[y] — B a partir de I', seguida de uma aplicagao de
modus ponens, constitui uma deducao de B a partir de I. Il

38. OBSERVACAO. Em alguns casos é de interesse introduzir um nome proprio
novo para desempenhar papel semelhante ao descrito acima, mas sem a exigéncia que
a sentenca Jr A seja dedutivel. Isso pode ser feito introduzindo um nome préprio novo
t tal que a instancia 3zA — A.[t] da implicagdo FzA — A pode ser assumida como
premissa. De fato, como a sentenga existencial Fz(3xA — A) é dedutivel qualquer
que seja A, o teorema acima se aplica e podemos contar com A,[t] condicionalmente

a dzA.

39. EXEMPLO. Vamos mostrar que a féormula P(y) é dedutivel a partir das
férmulas Yy3z R(z,y), YaQ(z) e VaVy(R(x,y) A Q(y) — P(y)). Pelo teorema dos
nomes préprios, basta mostrar que P(u) é dedutivel a partir das mesmas premissas,
em que u é um nome préprio novo. Como a sentenca JrR(z,u) é dedutivel, po-
demos, pelo teorema acima, introduzir um nome proprio novo t e usar a descrigao
R(t,u). Como Q(u) e R(t,u) NQ(u) — P(u) também sao dedutiveis, segue que P(u)
é dedutivel, como queriamos.

O teorema acima, junto com outros resultados ja estabelecidos, pode ser usado
para facilitar a tarefa de encontrar uma deducao de uma férmula. Podemos ver que



5. SIMBOLOS NOVOS INTRODUZIDOS COM UMA DESCRICAO 25

isso ocorre porque, com esse teorema, economizamos usos da regra da introdugao do
existencial. De modo geral, como aparece na demonstracao acima, para deduzir B
sem assumir A, [t] precisamos acrescentar uma aplicagao da regra da introdugao do
existencial. Quando isso é feito de modo repetido, o ganho é substancial.

Podemos demonstrar o enunciado correspondente ao caso da introducao de um
simbolo de predicado novo P com a descrigao B <> P(x1,xs,...). Antes disso, obser-
vamos que esse caso tem a caracteristica adicional que a toda féormula D, podendo
conter ocorréncias de P, corresponde uma féormula D’ sem ocorréncias de P e tal
que D <« D' é dedutivel a partir de I' e B <> P(x1,x,...). De fato, podemos
supor que nenhum pronome de D ocorre ligado em B. Caso contrario, trocamos
B por uma férmula equivalente com essa propriedade usando o exercicio da segao
anterior. Agora, basta trocar todas as ocorréncias do tipo P(t,ts,...) em D por
By, 2, [t1,t2,...] para obter D', e usar o teorema da substitui¢do de equivalentes
para mostrar que D < D’ é dedutivel a partir de I e B <> P(x1,xo,...).

O resultado abaixo mostra que podemos abreviar nossas expressoes através da
introducao de simbolos de predicado para representar féormulas complexas. Como
as expressoes podem ficar grandes e pouco claras com frequéncia, a possibilidade de
executar abreviagoes é muito importante para nosso aparato tedrico. A introdugao
de nomes proprios através de descricoes também abrevia o desenvolvimento formal,
como ja observamos.

40. TEOREMA. Sejam I' um estoque de formulas, B uma formula e P um simbolo
de predicado novo de aridade igual ao nimero de pronomes com ocorréncias livres
em B. Uma formula C' sem ocorréncias de P é dedutivel a partir de I' se e somente
se € dedutivel a partir de I e B <» P(x1,x,...).

DEMONSTRAGQAO. Seguindo a notacao do enunciado e do pardgrafo imediata-
mente anterior, vamos mostrar que uma deducao d de uma férmula D a partir de
I'e B <» P(x1,x9,...) pode ser transformada em uma deducao de D’ a partir de T.
Isso serd feito por induc¢ao no comprimento de d. Como C” é a prépria C, ja que C
nao contém ocorréncias de P, o resultado que queremos segue como caso particular.

Passo base:

Se d tem comprimento 1, entdao D é uma premissa ou D é um axioma da subs-
tituicdo. Se D é uma premissa do estoque I', entao D nao contém o simbolo P
e D' é D. Portanto, d é uma deducao de D’ a partir de I'. Se D é a premissa
B« P(x1,x9,...), entdao D' é B +» B, que é uma tautologia, portanto uma dedugao
de comprimento 1 de D’ a partir de I'. Por fim, se D é um axioma da substituicao,
A.[t] = JzA, entao D’ é A [t] — JxA’, que também é um axioma da substitui¢ao,
portanto uma deducao de comprimento 1 de D" a partir de T'.

Passo indutivo:

Suponhamos que d tem comprimento maior que 1, e D é dzE — F e é obtida
a partir de & — F' pela introducao do existencial. Nesse caso, D' é dxFE' — F' e
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¢ obtida a partir de £/ — F’ pela mesma regra. Por hipétese de inducao, ha uma
deducao de E' — I’ a partir de I'. Obtemos uma deducao de D’ a partir de I" pela
composicao dessa deducao de £/ — F’ com uma aplicacao da regra de introducao
do existencial.

Se d tem comprimento maior que 1 e D é obtida a partir de Ay, A, ... por con-
sequéncia tautolégica, entdo D’ é obtida a partir de A), A}, ... por consequéncia tau-
toldgica, ja que a troca de ocorréncias do tipo P(ty, s, ...) por By, 4, . [t1, ta, ...] trans-
forma disjuncoes em disjuncoes e negacoes em negacoes. Por hipdtese de indugao,

ha dedugoes de A}, A, ... a partir de I'. A composicao dessas dedugoes seguida de
uma aplicacao da regra de consequéncia tautologica constitui a deducao desejada de
D’ a partir de I'. O

41. EXERcicIO. Sejam A e B férmulas, e ¢ um nome, tais que ¢ nao ocorre
ligado em B e nenhum pronome de A ocorre ligado em B. Mostre, por inducao na
complexidade de A, que A,[t]" é AL[t], em que A’ é a férmula obtida a partir de A
pela troca das ocorréncias do tipo P(t1,%s,...) por By, 4, [t1, 2, ...], € analogamente
para A,[t]".

6. Operacoes Prenexas

Vamos concluir o capitulo com dedugoes de algumas equivaléncias tuteis, que
sao conhecidas pelo nome de operagoes prenexas. Por meio das operacoes prenexas
podemos, em uma féormula, colocar todas as quantificagoes a esquerda, de modo que
a formula resultante é dedutivamente equivalente a férmula original.

Para a negacao temos duas operagoes prenexas, uma para o quantificador exis-
tencial no escopo da negacao e outra para o quantificador universal no escopo da
negacao. Esses casos sao bem simples, basicamente trocamos existencial por univer-
sal, e vice-versa, e passamos a quantificacao para a esquerda.

42. EXEMPLO. [Operagao prenexa para existencial na negagao|
(1) =3z—=A <> VoA (definigao de V)
(2) =—A + A (tautologia)
(3) =3z A <> Vx—A (substituicao de equivalentes)

43. EXEMPLO. [Operacao prenexa para universal na negacao|
(1) =VzA <> =—=3z—A (definigao de V)
(2) =—Jx—A <> 3-A (tautologia)
(3) =VzA <> Jx—A (substitui¢ao de equivalentes)

Para a disjuncao temos quatro operagoes prenexas, duas para cada quantificador.
Vamos supor que B é uma féormula sem ocorréncias livres de z. Como é observado
em seguida, essa suposi¢ao nao ¢ restritiva.
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44. EXEMPLO. [Primeira operagdo prenexa para existencial na disjungaol

(1) A— JxA (axioma da substituigao)

) (AV B) — (3zA V B) (consequéncia tautologica de 1)

) 3x(AV B) = (JzAV B) (introdugao do existencial)

) A— (AV B) (tautologia)

) (AV B) — Jz(AV B) (axioma da substitui¢ao)

) A — Jx(AV B) (consequéncia tautoldgica de 4 e 5)

) dzA — Jz(AV B) (introdugdo do existencial)

) B — (AV B) (tautologia)

) B — Jz(AV B) (consequéncia tautoldgica de 5 e 8)

) (3xAV B) — Jz(AV B) (consequéncia tautolégica de 7 e 9)
) (3xAV B) <> Jz(A V B) (consequéncia tautolégica de 3 e 10)

(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9
(10
(11

45. EXEMPLO. [Segunda operagao prenexa para existencial na disjungao]

(1) A — JzA (axioma da substituicao)

) (BV A) — (BV 3JzA) (consequéncia tautolégica de 1)

) dz(BV A) — (B V 3z A) (introducao do existencial)

) A— (BV A) (tautologia)

) (BVA) — Jz(BV A) (axioma da substituigao)

) A — Jx(BV A) (consequéncia tautoldgica de 4 e 5)

) dzA — Jz(B V A) (introdugao do existencial)

) B— (BV A) (tautologia)

) B — 3x(BV A) (consequéncia tautoldgica de 5 e 8)

) (BV 3zA) — Jz(B V A) (consequéncia tautolégica de 7 e 9)
) (BV3dzA) <» 3x(B Vv A) (consequéncia tautoldgica de 3 e 10)

(

1
2
3
4
)
6
7
8
9
0
(11

(
(
(
(
(
(
(
(
1
1

46. OBSERVAQAO. A suposi¢ao que x nao ocorre livre em B nao é restritiva pois
poderiamos, antes de realizar uma operacao prenexa em Jdx AV B, por exemplo, fazer
uma renomeagao do pronome ligado x para obter JyA,[y] V B, em que y nao ocorre
em JzAV B.

47. EXEMPLO. [Primeira operagdo prenexa para universal na disjuncao]

(1) VzA — A (teorema da substitui¢ao)

) (YxAV B) — (AV B) (consequéncia tautolégica de 1)

) (YxAV B) = Vz(AV B) (introdugao do universal)

) Vz(AV B) — (AV B) (teorema da substituicao)

) (Vz(AV B) A —=B) — A (consequéncia tautologica de 4)
) (Vz(AV B) A —=B) — VzA (introdugao do universal)

) Vz(AV B) — (Vx AV B)(consequéncia tautologica de 6)
)

1
(2
(3
(4
(5
(6
(7) ¥
(8) (VxAV B) <> Vz(AV B) (consequéncia tautoldgica de 3 e 7)
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48. EXEMPLO. [Segunda operagdo prenexa do universal na disjungao]

(1) VA — A (teorema da substituicao)

(2) (BVVzA) — (BV A) (consequéncia tautoldgica de 1)

(3) (BVVzA) — V(B V A) (introdugao do universal)

(4) Vz(BV A) — (B V A) (teorema da substitui¢ao)

(5) (Va(BV A) A —=B) — A (consequéncia tautolégica de 4)

(6) (Vx(BV A) AN—=B) — VzA (introdugado do universal)

(7) YVo(B Vv A) — (B V VxA)(consequéncia tautologica de 6)

(8) (BVVzA) <> V(B V A) (consequéncia tautologica de 3 e 7)

A segunda operacao prenexa do existencial na disjuncao pode ser usada para
mostrar que a sentenga 3x(JrA — A), usada na observacao 38 acerca da introdugao
de nomes préprios novos acompanhados de uma descricao, é dedutivel. Realmente,
Jz(dzA — A) é a abreviagao de Jz(—3xA VvV A) que, segundo a operagao prenexa
mencionada, é dedutivel, ja que =3xA V dxA é um axioma.

49. EXERcICIO. Mostre como obter operacoes prenexas para conjuncao e im-
plicacao por meio das operagoes prenexas ja deduzidas para negacao e disjuncao.
Use as operacoes prenexas para transformar a férmula

(FzP(x) AVyQ(y)) = VyIzR(z,y)
em uma férmula dedutivamente equivalente e com todos os quantificadores a es-
querda.



CAP{TULO 3
Teoria Geral das Deducgoes

1. Um Sistema Dedutivo Para Sentencgas

Vamos estabelecer um novo sistema formal que opera apenas com sentencas, por
isso serd chamado de sistema para sentencas, em contraste com o sistema origi-
nal. Veremos no teorema das premissas abertas que esse sistema é forte o suficiente
para fazer deducgoes a partir de premissas sem quantificadores. Seu estoque de no-
mes préprios € obtido a partir do estoque do sistema original pela adi¢cao de nomes
préprios novos, ilimitados em quantidade. A importancia desse novo sistema formal
estd na eliminacao parcial do corte, que sera muito util na sequéncia. O sistema é
determinado pelas regras e axiomas a seguir, em que apenas sentencas sao utilizadas.

e Axioma do terceiro excluido restrito: = AV A | se A é atomica.

e Regra das disjuntas primas: B e toda disjunta prima de A é disjunta
prima de B.

* Regra da prova por casos: —— 70y

AVB
e Regra da introdugao da dupla negacao: “-AVE

AVvB -AVC

e Regra fraca do corte: B0 , se A é livre de pronomes.

° T xistencial an nte: —95 oo ¢ nome proprio nov
R~egadoe stencia aNtecedete —E|:UA\/B’Sete ome proprio novo e
nao ocorre na conclusao.

Axlt|VB
e Regra do existencial consequente: m

Nosso objetivo agora é mostrar que o sistema acima é forte o suficiente quando
comparado com o sistema original. Vamos comecar mostrando como deduzir as

29
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sentencas que correspondem ao axioma do terceiro excluido e as sentencas que cor-
respondem ao axioma da substituicao. Para o restante da secao, assumimos que
estamos trabalhando no novo sistema formal.

50. LEMA. O azioma do terceiro excluido, ~AV A, em que A € uma sentenca

qualquer que pode ter ocorréncias dos nomes proprios novos do atual sistema, €
dedutivel no sistema.

DEMONSTRAGAO. Demonstracao por inducao na complexidade de A, portanto
dedutivel.

Passo base:
Se A é sentenca atomica, entao AV A é um axioma.
Passo indutivo:

Se A é =B, entao

(1) =BV B (hip6tese de indugao)
(2) BV =B (disjuntas primas)
(3) =—B V =B (introducao da dupla negacao)

constitui uma dedugao de =A V A por composi¢ao com uma dedugao de =BV B.

Se A é BV C, entao

(1) =BV B (hipdtese de inducao)

(2) =BV (B V() (disjuntas primas)

(3) =C' Vv C (hip6tese de indugao)

(4) ~C Vv (B V C) (disjuntas primas)

5) =(BVC)V (BVC) (prova por casos em 2, 4)

(

constitui uma deducao de =A V A por composicao com deducoes de =BV B e de

-C'VvC.
Se A é dx B, entao

(1) =B,[t] vV B,[t], em que t é um nome préprio novo que ndo ocorre em B
(hipdtese de indugao)

(2) B.[t] V —B.[t] (disjuntas primas)

(3) 3B Vv =B, [t] (existencial consequente)

(4) =B,[t] V 3z B (disjuntas primas)

(5) =3xB V JdxB (existencial antecedente)

constitui uma deducdo de =A V A por composi¢do com uma dedugao de =B,[t] V
B, [t]. O
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51. EXERcic10. Mostre que o axioma da substituigdo, —A,[t] V Iz A, em que ¢
é nome proprio qualquer e 3z A é uma sentenca que pode ter ocorréncias de nomes
préprios novos, é dedutivel.

2. O Lema das Linhas de Dedugao

Vamos agora tratar da regra do corte. Dizemos que A é uma sentenca de corte
se é possivel deduzir B V C' no sistema, sempre que AV B e =AV C sao dedutiveis.
Queremos mostrar que toda sentenca é sentenca de corte no sistema para sentencas.
Na verdade vamos demonstrar um fato ainda mais forte, o teorema da eliminacao
parcial do corte da secao seguinte. Antes de considerar esse teorema precisamos de
uma definicao e de um resultado preliminar.

Dizemos de um estoque de sentencas que ele é regular se para cada féormula A no
estoque, qualquer outra sentenca obtida a partir de A pela substituicao uniforme de
nomes proprios novos por nomes proprios quaisquer também esta no estoque.

52. TEOREMA. [Lema das linhas de dedugao]

Sejam A uma sentenca, I' um estoque reqular de sentencas, ti, to, ... nomes
proprios novos em quantidade finita. Uma deducao de A a partir de I' pode ser
transformada em uma dedu¢do de A a partir de T’ tal que (i) cada ocorréncia de
sentenca distinta da conclusao é utilizada exatamente uma vez como premissa de
regra para inferir uma sentenca posterior, e (ii) se a regra do existencial antecedente
¢ usada com —B.[t] V C' como premissa, entdo t ndao € da lista tq, ts, ... dada.

DEMONSTRAGAO. Seja o uma deducao de A. Vamos mostrar primeiro como
transformar « em uma deducao o' de A satisfazendo (i). A propriedade (i) diz
respeito as ocorréncias de sentencas em uma deducao, nao as sentencas simplesmente.
Uma dedugao é uma sequéncia de sentencas, por isso uma sentenca pode ocorrer
repetidamente em uma deducao. Devemos, portanto, ter em mente as ocorréncias de
sentencas em «, nao apenas as sentencas que ocorrem em «. Em particular, faremos
a demonstracao por indugao no nimero de ocorréncias de sentencas em « que nao
satisfazem (7).

Se toda ocorréncia de sentenga em « satisfaz (i), entdo estipulamos que o' é
«. Caso contrario, seja D a sentenca que corresponde a primeira a ocorréncia de
sentenca que nao satisfaz (i) (como « é uma sequéncia, tal ocorréncia existe e é
tinica, desde que exista uma ocorréncia de sentenga que nao satisfaz (i)). Sejan > 0
o numero de vezes que tal ocorréncia, dita relevante, de D é usada como premissa
de uma regra em «.

H& uma subsequéncia de a que é uma dedugdo de D e que satisfaz (7). Vamos
construir tal subsequéncia e mostrar que ela satisfaz (). E importante ter em mente
que cada ocorréncia de sentenca anterior a ocorréncia relevante de D é usada apenas
uma vez como premissa para concluir uma sentenca posterior em «.

Seja [ a subsequéncia de a construida do fim para o comego do seguinte modo:
O ultimo termo de 8 é D, correspondendo a ocorréncia relevante de D em «. Supo-
nhamos que os m 1ltimos termos de 3 ja foram definidos. Suponhamos que hd uma
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ocorréncia de sentencga anterior a ocorréncia relevante de D em « tal que o tinico uso
dessa ocorréncia como premissa de regra infere, como conclusao, um dos m termos ja
definidos, e tal que essa ocorréncia nao esta entre esses m termos. Tomamos agora a
ultima ocorréncia de sentenga em « satisfazendo tal propriedade, e seja E a sentenca
com essa ocorréncia. Definimos os m + 1 ultimos termos de 8 colocando E antes dos
m ultimos termos definidos. Se nao ha uma ocorréncia de sentenca em « satisfazendo
tal propriedade, entao 8 é dada pelos seus m tltimos termos.

Podemos mostrar que § é uma dedugao de D e satisfaz (7). De fato, se £ é termo
de 3, entao E' é D ou, por definicao, E é usado uma tnica vez como premissa para
inferir um termo posterior de . Isso mostra que [ satisfaz (7). Agora, se E é termo
de e E nao é obtido por termos anteriores de 3 pela aplicacao de uma regra, entao
nao ha uma ocorréncia de sentenca anterior a ocorréncia relevante de D em « tal
que o unico uso dessa ocorréncia como premissa de regra infere £ como conclusao.
Como « é uma dedugao e F ocorre antes da ocorréncia relevante de D em «, temos
que F ¢é um axioma ou uma sentenca em [

Substituimos « por uma dedugao de A construida do seguinte modo: Comeg¢amos
com as ocorréncias de sentencas anteriores a ocorréncia relevante de D que nao
correspondem a termos de (3, ou seja, que nao foram incluidas como termos de
£ na construcao acima. Essas ocorréncias sao colocadas em sequéncia na ordem
induzida por a. Vamos chamar essa sequéncia que forma a primeira parte da nossa
deducao de 7v. Em seguida acrescentamos a composicao consecutiva de n cépias
da subsequéncia 3 que termina em D. Cada cépia dessas esta associada a um uso
da ocorréncia relevante de D como premissa de uma regra para inferir uma sentenca
posterior na deducao original . Seguindo imediatamente essas n cdpias consecutivas,
acrescentamos o segmento final de a apds a ocorréncia relevante de D.

A sequéncia assim obtida é uma deducao de A. A tnica coisa que precisamos
verificar é que a primeira parte y, formada pelas ocorréncias de sentencas que nao
foram incluidas como termos de  na ordem que aparecem em «, satisfaz a condicao
de uma deducao. Isso segue do fato que as ocorréncias de sentencas que foram
incluidas como termos de 3, e que sao anteriores a alguma ocorréncia que nao foi
incluida, sao usadas uma tunica vez como premissa e a conclusao correspondente é
também termo de §. Portanto, se algum termo de y nao é um axioma e nao é uma
sentenca de I', entao é obtido por uma regra a partir de ocorréncias anteriores que,
nao estando em [, estao em Y.

O nidmero de ocorréncias de sentengas na nova deducao de A que nao satisfazem
(1) é uma unidade menor que o numero de ocorréncias de sentengas em « que nao
satisfazem (7). Por hipé6tese de indugao, a nova deducao de A pode ser transformada
em uma dedugao de A que satisfaz (7). Essa tltima dedugao é a o/ desejada.

Definimos a linha de uma ocorréncia de uma sentenca em ' como a subsequéncia
~v de o construida do fim para o comeco do mesmo modo que a subsequéncia 3
acima: O ultimo termo de v corresponde a ocorréncia relevante. Suponhamos que os
m ultimos termos de v ja foram definidos. Suponhamos que h&d uma ocorréncia de
sentenca anterior a ocorréncia relevante tal que o Unico uso dessa ocorréncia como
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premissa de regra é para inferir, como conclusao, um dos m termos ja definidos, e
tal que essa ocorréncia nao esta entre esses m termos. Tomamos agora a tultima
ocorréncia de sentenca em «' satisfazendo tal propriedade e definimos com ela os
m+ 1 ultimos termos de 7. Se nao ha uma ocorréncia de sentenga em o' satisfazendo
tal propriedade, entao v é dada pelos seus m ultimos termos.

A linha de uma ocorréncia de uma sentenca D em o é uma deducao de D
satisfazendo (7). Portanto, apenas a ocorréncia da sentenga D onde a linha termina
pode ser usada como premissa de regra que infere uma ocorréncia de sentenca fora
da linha. O tnico uso de cada um dos outros termos da linha como premissa de regra
infere, como conclusao, um dos termos da linha.

E possivel, agora, transformar o/ em uma deducdo o de A que satisfaz (i) e
(74). Vamos demonstrar isso por indu¢ao no nimero de linhas que terminam em uma
sentenca do tipo -3z B V C, obtida a partir de =B, [u] V C, em que u é um dentre
t1, ta, ..., pela regra do existencial antecedente.

Se nao ha linhas desse tipo em o', entao estipulamos que o” é o’. Suponhamos
que a regra do existencial antecedente é usada com —B,[u] V C' como premissa para
inferir uma ocorréncia de =3z BV C em o/, em que u é um dos nomes préprios novos
que queremos evitar. Sejam < a linha de -3z BV C' em questao e t um nome préprio
novo que nao foi usado e nao é um daqueles que queremos evitar.

A substituicao uniforme de u por t em v transforma + em uma sequéncia ' que
ainda é uma dedugao de ~3x BV C que satisfaz (7). De fato, a sentenca -3z BVC nao é
alterada por essa substituigao. Além disso, =B, [u|V C é transformada em —B,[t|VC,
que também pode ser usada como premissa para a regra do existencial antecedente,
pois t nao aparece em —3xB V C', por hipétese. Mais ainda, a substituicao uniforme
de u por t preserva o uso das regras de inferéncia, do axioma e de sentengas de I
Nao ha dificuldade em verificar que se uma sentenca F é um axioma ou é obtida
pela aplicacao de uma regra de inferéncia com certas premissas, entao a substituicao
uniforme de u por ¢t em F produz uma sentenca que também é um axioma ou é obtida
pela aplicacao da mesma regra de inferéncia com novas premissas produzidas pela
substituicao uniforme de w por ¢t nas premissas originais. Além disso, I' é fechado
por substitui¢ado uniforme de nomes préprios novos, por hipdtese. Portanto, ' ainda
¢ uma dedugao de =3z B V C que satisfaz (7).

Com isso, a substituigdo de v em o por ' transforma o’ em outra dedugao de
A que ainda satisfaz (7). Isso é uma deducao de A pois, como a tnica ocorréncia
de sentencga de v que pode ser usada fora de v é a ocorréncia de —dxB V C' onde
a linha termina, a subsequéncia de o’ determinada pela supressao dos termos de =y
anteriores a ocorréncia terminal de —4zB V C em 7 é uma dedugao de A a partir
de =3z B Vv C. Portanto, a composi¢ao indicada dessa dedugao com 7’ produz uma
deducao de A. E claro que essa dedugao satisfaz (7). Mas agora o nimero linhas de
tipo relevante foi reduzido. Por hipétese de inducao, a nova deducao de A pode ser
transformada em uma dedugao de A que satisfaz (i) e (7). Essa nova deducio é a
o’ desejada. O
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53. OBSERVAQAO. Se uma sentenca —A,[t] V B é usada como premissa em uma
aplicacao da regra do existencial antecedente, entao dizemos que o nome préprio
novo t é o nome proéprio critico dessa aplicacao da regra.

54. ExERrcicio. Utilizando a notagao da demonstragdo acima, mostre que se
linhas de ocorréncias de sentencas quaisquer em o’ possuem termos em comum, entao
uma delas é subsequéncia da outra. Verifique ainda que a substituicao uniforme de
u por t preserva o uso das regras de inferéncia e do axioma.

3. Eliminacgao Parcial do Corte

55. TEOREMA. [Teorema da eliminagao parcial do corte]

Para cada sentenca A, se AVB e AV C' sdo dedutiveis no sistema para sentencas
a partir de um estoque I' de sentencas livres de pronomes e reqular, entao € possivel
deduzir BV C a partir de T'.

DEMONSTRACAO. Para evitar a repeticao, dizemos de uma sentenca A com a
propriedade expressa no enunciado acima que A é uma sentenca de corte. Vamos
demonstrar, por inducao na complexidade de A, que toda sentenca A é uma sentenca
de corte.

Passo base:

Toda sentenca livre de pronomes é sentenca de corte pela regra fraca do corte.
Passo indutivo:

Caso 1

Suponhamos que A seja =D, onde D é uma sentencga de corte por hipotese de
indugao. Podemos supor ainda que A nao € livre de pronomes. Por hipétese, =DV B
e == D V C sao dedutiveis a partir de I'. Pelo lema das linhas de deducao, ha uma
deducao de =—D V C a partir de I" tal que cada ocorréncia de sentenca distinta da
conclusao ¢ utilizada exatamente uma vez como premissa de regra para inferir uma
sentenca posterior. Basta mostrar que essa deducao pode ser transformada em uma
deducao de DV C' e usar a hipotese de indugao para concluir que A é uma sentenca
de corte.

Vamos demonstrar que se a é uma deducao (a partir de I') de uma sentenca F
que contém ——D como disjunta prima, tal que cada ocorréncia em « de sentenga
distinta da conclusao final é utilizada exatamente uma vez como premissa de regra
para inferir uma sentenca posterior, entao o pode ser transformada em uma deducao
(a partir de I') de qualquer sentenga E’ obtida a partir de E pela substituigao de
algumas ocorréncias de =—D como disjunta prima de E por D. Isso sera feito por
inducao no comprimento de a. Reforcamos que apenas ocorréncias de —=—D como
disjunta prima podem ser substituidas para formar E’ a partir de £. Uma eventual
ocorréncia de =—D em F, que nao é uma ocorréncia como disjunta prima, nao é
substituida. Por exemplo, se E é dzF'V (G, entao nenhuma ocorréncia de =—D como
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subférmula da primeira componente de E pode ser substituida, e £’ deve ser da
forma 3z F vV G', e nao da forma JxF’ vV G'.

Como D nao é livre de pronomes, F nao pode ser um axioma, nem uma sentenca
de I'. Isso da conta do passo base. Vamos comecar o passo indutivo pelos casos mais
complexos, correspondentes as regras com duas premissas. Para usar a hipotese de
inducao ¢ importante ter em mente que as linhas de uma ocorréncia qualquer de uma
sentenca em « satisfazem a condigao sobre o acima, ou seja, que cada ocorréncia
na linha de sentenca distinta da conclusao ¢é utilizada exatamente uma vez como
premissa de regra.

Suponhamos que E é —=(F V G)V H e foi obtida em « a partir de ocorréncias de
-FV H e -~GV H pela regra da prova por casos. Como ——D é disjunta prima de F e
nao pode ser =(F'VG), temos que =D é disjunta prima de H, e E' é ~(FVG)V H'.
Como essas ocorréncias de =F'V H e =G V H nao sao usadas como premissas para
concluir outra ocorréncia de sentenca que nao seja a ocorréncia dada de E, nenhuma
delas pode ocorrer na linha da outra, e a linha de uma nao pode ser subsequéncia da
linha da outra. Concluimos que essas linhas em a nao possuem termo comum e, por
hipdtese de indugao, podem ser transformadas em dedugoes de =F'V H e =G V H'.
Portanto, a pode ser transformada em uma deducao de E’ pela substitui¢ao das
linhas das ocorréncias dadas de —=F V H e =G V H pelas deducoes de —F VvV H' e
-G V H' obtidas acima, seguida de uma aplicacao da regra da prova por casos para
inferir =(F' vV G) v H'.

Se £ é 'V G e foi obtida em « a partir de ocorréncias de H V F' e -H V G
pela regra fraca do corte, entao E' é IV GG'. Como essas ocorréncias de H V F e
—H V G nao sao usadas como premissas para concluir outra ocorréncia de sentenca
que nao seja a ocorréncia dada de F, nenhuma delas pode ocorrer na linha da outra,
e a linha de uma nao pode ser subsequéncia da linha da outra. Concluimos que essas
linhas em a nao possuem termo comum. Portanto, o pode ser transformada em uma
deducao de E’ pela substituicdo independente das linhas das ocorréncias dadas de
HVF e—-HVG por deducoes de HV F' e -H VG, obtidas por hipétese de inducao,
seguida de uma aplicacao da regra fraca do corte para inferir F’ VvV G'.

Passamos aos casos correspondentes as regras com uma premissa.

Suponhamos que E foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de F' pela regra
das disjuntas primas. Nesse caso, se =—D ocorre como disjunta prima de F', entao
substituimos tais ocorréncias por D, resultando em F’. A linha dessa ocorréncia de
F em « pode ser transformada, por hipétese de inducao, em uma deducao de F”.
Uma deducao de E’ pode ser obtida a partir dessa deducao de F’, dada pela hipdtese
de inducao, seguida de uma aplicacao da prépria regra das disjuntas primas. Se =—D
nao é disjunta prima de F', entao toda disjunta prima de F' é também disjunta prima
de E’, e uma deducao de E’ pode ser obtida a partir da linha original que termina
na ocorréncia dada de F' seguida de uma aplicacao da regra das disjuntas primas.

Suponhamos que E é =—F V G e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de
FV G pela regra da introdugao da dupla negagao. Se =—D é —=—F, entao E’ pode ser
—=F' VG’ e pode ser F'V G'. No primeiro caso, uma deducao de E’ é obtida a partir
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de uma deducao de F'V ', dada por hipétese de inducao, seguida de uma aplicacao
da regra da introducao da dupla negacao para inferir ——F V G’. No segundo caso,
uma deducao de E’ é obtida diretamente como a prépria deducao dada pela hipétese
de indugao.

Se E é -dzF'V G ou é dxF VG, e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de
—F.[t] V G ou de F,[t] V G pelas regras do existencial antecedente ou do existencial
consequente, respectivamente, entdo E' é -3z F V G’ ou é dzF V G', e uma deducao
sua pode ser obtida pelas mesmas regras e pela hipétese de inducao.

Isso termina a demonstracao que =D é sentenca de corte sempre que D o for.

Caso 2

Suponhamos que A seja DV E, em que D e FE sao sentencas de corte, e que A nao
seja livre de pronomes. Por hipétese, (D V E)V B e =(D V E) V C sao dedutiveis a
partir de I', e hd uma dedugao de =(DV E)V C a partir de T tal que cada ocorréncia
de sentencga distinta da conclusao é utilizada exatamente uma vez como premissa de
regra. Basta mostrar que essa deducao pode ser transformada em uma deducao de
=DV C e em uma deducao de =F V C' e usar a hipétese de indugao para compor a
deducao abaixo e concluir que A é uma sentenca de corte:

(1)
(2)
(3) =D Vv C (premissa)

(4) (EV B) V C (sentenca de corte)
(5) EV (BVC) (disjuntas primas)
(6) V C' (premissa)

(7) (BVC)VC (sentenga de corte)
(8) BV C (disjuntas primas)

Vamos demonstrar que se o é uma dedugao (a partir de I') de uma sentenca F’
que contém ocorréncias de =(D V E) como disjunta prima, tal que cada ocorréncia
em « de sentenca distinta da conclusao final é utilizada exatamente uma vez como
premissa de regra para inferir uma sentenca posterior, entao o pode ser transformada
em uma dedugao (a partir de I') de qualquer sentenga F” obtida a partir de F' pela
substituigdo de algumas ocorréncias de —(D V E) como disjunta prima por =D, e
igualmente para —FE. Isso sera feito por indugao no comprimento de «. Reforgamos
que apenas ocorréncias de =(D V E) como disjunta prima podem ser substituidas
para formar F” a partir de F.

Como F nao é livre de pronomes, pois contém —A como disjunta prima, F' nao
pode ser um axioma, nem uma sentenca de I'. Isso da conta do passo base. Vamos
comegar o passo indutivo pelos casos mais complexos, correspondentes as regras com
duas premissas. Para usar a hipétese de inducao é importante lembrar que as linhas
de uma ocorréncia qualquer de uma sentenca em « satisfazem a condicao sobre «
acima.
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Suponhamos que F' é =(G V H) V I e foi obtida em a a partir de ocorréncias
de -G V I e =H V I pela regra da prova por casos. Temos duas possibilidades
mutuamente excludentes para F': Ou F' é -DVI', casoem que D é Ge Eé H, ou é
—(GV H)VI' No primeiro caso, “GV I é =DV I e, por hipdtese de indugao, hd uma
deducao de =DV I’, ou seja, de F’. Resta mostrar que também ha uma deducao de F’
no segundo caso. As ocorréncias de -GV I e =H V I, usadas para inferir a ocorréncia
final de F' em «, nao sao usadas como premissas para concluir outra ocorréncia de
sentenca. Portanto, nenhuma delas pode ocorrer na linha da outra, e a linha de uma
nao pode ser subsequéncia da linha da outra. Concluimos que essas linhas em «
nao possuem termo comum e, por hipdtese de inducao, podem ser transformadas em
deducoes de =G V I' e =H V I'. Portanto, « pode ser transformada em uma deducao
de F’ pela substituicao das linhas das ocorréncias dadas de =F' V H e -G V H pelas
deducoes de =GV I' e ~H V I’ obtidas acima, seguida de uma aplicacao da regra da
prova por casos para inferir =(GV H) V I'.

Se F' é GV H e foi obtida em « a partir de ocorréncias de I V G e =1 V H pela
regra fraca do corte, entdao F’ é G’V H'. Como essas ocorréncias de [ VG e =1V H
nao sao usadas como premissas para concluir outra ocorréncia de sentenca que nao
seja a ocorréncia dada de F', nenhuma delas pode ocorrer na linha da outra, e a
linha de uma nao pode ser subsequéncia da linha da outra. Concluimos que essas
linhas em a nao possuem termo comum. Portanto, o pode ser transformada em uma
deducao de F’ pela substituicao independente das linhas das ocorréncias dadas de
IV Ge—IV H pordeducoes de I VG e -1V H', obtidas por hipétese de inducao,
seguida de uma aplicagdo da regra fraca do corte para inferir F' vV G’.

Suponhamos que F foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de G pela regra
das disjuntas primas. Nesse caso, se =(DV E) ocorre como disjunta prima de G, entao
substituimos tais ocorréncias por —D, resultando em G’. A linha dessa ocorréncia
de G em « pode ser transformada, por hipétese de inducao, em uma deducao de
G'. Uma deducao de F’ pode ser obtida a partir dessa deducao de G’, seguida de
uma aplica¢do da prépria regra das disjuntas primas. Se —(D V E) nao é disjunta
prima de (G, entao toda disjunta prima de G é também disjunta prima de F’, e uma
deducao de F’ pode ser obtida a partir da linha original que termina na ocorréncia
dada de G seguida de uma aplicagao da regra das disjuntas primas.

Suponhamos que F' é =—=G V H e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de
G V H pela regra da introducao da dupla negagao. Temos que F' é =——G V H', e
uma dedugao de F” é obtida a partir de uma dedugao de G vV H', dada por hipétese
de inducao, seguida de uma aplicacao da regra da introducao da dupla negacao para
inferir -—G VvV H'.

Se F'é -dxG V H ou é dxG V H, e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de
=G, [t] V H ou de G,[t] vV H pelas regras do existencial antecedente ou do existencial
consequente, respectivamente, entdao £’ é -3xG V H' ou é dxGV H', e uma dedugao
sua pode ser obtida pelas mesmas regras e pela hipétese de inducgao.

Isso termina a demonstragao que « pode ser transformada em uma deducao
(a partir de I') de qualquer sentenga F” obtida a partir de F' pela substituigao de
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algumas ocorréncias de —(D V E), como disjunta prima, por =D. Trocando —D
por —FE nos paragrafos acima, concluimos que o mesmo vale para a substituicao de
algumas ocorréncias de =(D V E) como disjunta prima por —F. Portanto, DV E é
sentenca de corte sempre que D e E forem.

Caso 3

Suponhamos que A seja 3z D, onde D,[t] é sentenga de corte, qualquer que seja
o nome proprio ¢, por hipétese de inducao. Por hipétese, dxD V B e =dzD Vv C' sao
dedutiveis a partir de I". Pelo lema das linhas de deducao, ha dedugoes de dxDV B e
—3Jx DV C a partir de I tais que (i) cada ocorréncia de sentenga distinta da conclusao
é utilizada exatamente uma vez como premissa de regra para inferir uma sentenca
posterior, e (ii) se a regra do existencial antecedente é usada com u como nome
préprio critico, entao u nao ocorre em A.

Primeira Etapa:

Vamos demonstrar primeiro que, se a é uma deducao (a partir de I') de uma
sentenca E que contém —3xD como disjunta prima e satisfaz as condigoes (i) e
(1), entao « pode ser transformada em uma dedugao (a partir de I') de qualquer
sentenca E’ obtida a partir de E pela substituicao de algumas ocorréncias de =3z D
como disjunta prima de E por —D,[v], em que v é um nome préprio novo que nao
ocorre em « e nao ocorre em C. Isso serd feito por indugao no comprimento de a.

Como FE nao é livre de pronomes, pois contém —A como disjunta prima, £ nao
pode ser um axioma, nem uma sentenca de I'. Isso da conta do passo base. Vamos
considerar o passo indutivo. Para usar a hipétese de indugao é importante ter em
mente que as linhas de uma ocorréncia qualquer de uma sentenca em « satisfazem a
condicao sobre «v acima, ou seja, que cada ocorréncia na linha de sentenca distinta
da conclusao é utilizada exatamente uma vez como premissa de regra.

Suponhamos que E é =(F V G) V H e foi obtida em « a partir de ocorréncias
de =F'V H e =G V H pela regra da prova por casos. Como -3z D é disjunta prima
de E e nao pode ser —(F V G), temos que —3xD é disjunta prima de H, e E' é
—(FV G)V H'. Como essas ocorréncias de =F'V H e =G V H nao sdo usadas como
premissas para concluir outra ocorréncia de sentencga que nao seja a ocorréncia dada
de E, nenhuma delas pode ocorrer na linha da outra, e a linha de uma nao pode
ser subsequéncia da linha da outra. Concluimos que essas linhas em « nao possuem
termo comum e, por hipotese de indugao, podem ser transformadas em deducgoes de
-FV H e -GV H'. Portanto, a pode ser transformada em uma deducao de E’ pela
substituicao das linhas das ocorréncias dadas de -F' V H e -G V H pelas deducoes
de =F' V H' e =G vV H' obtidas acima, seguida de uma aplicacao da regra da prova
por casos para inferir =(F' vV G) VvV H'.

Se F é F'V G e foi obtida em « a partir de ocorréncias de HV F' e -HV G
pela regra fraca do corte, entao £’ é F' vV G'. Como essas ocorréncias de H V F' e
—H V G nao sao usadas como premissas para concluir outra ocorréncia de sentenca
que nao seja a ocorréncia dada de F/, nenhuma delas pode ocorrer na linha da outra,
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e a linha de uma nao pode ser subsequéncia da linha da outra. Concluimos que essas
linhas em a nao possuem termo comum. Portanto, o pode ser transformada em uma
deducao de E’ pela substituicdo independente das linhas das ocorréncias dadas de
HVF e—-HVG por deducoes de HV F' e =H VG, obtidas por hipétese de inducao,
seguida de uma aplicacao da regra fraca do corte para inferir F’ VvV G'.

Suponhamos que E foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de I’ pela regra
das disjuntas primas. Nesse caso, se =3z D ocorre como disjunta prima de F', entao
substituimos tais ocorréncias por = D,[v], resultando em F’. A linha dessa ocorréncia
de I’ em « pode ser transformada, por hipétese de inducao, em uma deducao de F’.
Uma deducao de E’ pode ser obtida a partir dessa deducao de F’, dada pela hipdtese
de inducgao, seguida de uma aplicacao da prépria regra das disjuntas primas. Se =dzD
nao é disjunta prima de F', entao toda disjunta prima de F' é também disjunta prima
de E’, e uma deducao de E’ pode ser obtida a partir da linha original que termina
na ocorréncia dada de F' seguida de uma aplicacao da regra das disjuntas primas.

Suponhamos que E é =—F V G e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de
F Vv G pela regra da introducao da dupla negacao. Temos que E' é =—F V G’ e uma
dedugao de E’ é obtida a partir de uma deducao de F'V G’, dada por hip6tese de
indugao, seguida de uma aplicacao da regra da introducao da dupla negacao para
inferir =——F Vv G'.

Se £ é 3xF V G, e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de F,[t] V G pela
regra do existencial consequente, entao £’ é 3xF'V G’, e uma deducao sua pode ser
obtida a partir da dedugao de F,[t] V G' dada por hipétese de indugao, seguida de
uma aplicacao da regra do existencial consequente.

Suponhamos que F é —dyF' V G, e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia
de =F,[t] V G pela regra do existencial antecedente. Como « satisfaz a condicao (i),
o nome préprio novo ¢t nao ocorre em E. Usando isso e a hipétese que I' é regular,
podemos mostrar com uma indugao simples que a linha de —F,[t] V G em a pode
ser transformada em uma deducdo de =F,[v] V G, que ainda satisfaz (i) e (i7), pela
substituicao de certas ocorréncias de t por v. Portanto, podemos substituir a por
uma deducao 5 de E que satisfaz as condigoes (i) e (ii), e é tal que E foi obtida em
3 a partir de uma ocorréncia de —F,[v] V G pela regra do existencial antecedente.

Temos duas possibilidades mutuamente excludentes para E': Ou E' é =D, [v]VG,
casoem que D é Fex éy, oué ~3yF VG . No primeiro caso, ~F,[v]VG é =D, [v]VG
e, por hipdtese de inducao, hd uma dedugao de =D, [v] V G', ou seja, de E’. Resta
mostrar que também ha uma deducao de £’ no segundo caso. Para isso basta compor
a deducao de —F,[v] V G' dada pela hipétese de indugdo com uma aplicacao da regra
do existencial consequente para inferir -3y F VvV G'.

Sequnda Etapa:

Vamos demonstrar agora que se « é uma dedugao (a partir de I') de uma sentenga
E que contém Jx D como disjunta prima, que satisfaz as condigoes (i) e (i7), e hd uma
dedugao de =D, [v] V C' que também satisfaz (i) e (i7) e tal que v é novo e nao ocorre
em C, entdo a pode ser transformada em uma dedugao (a partir de I') de qualquer
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sentenca E’ obtida a partir de E pela substituicao de algumas ocorréncias de dxD
como disjunta prima de E por C'. Isso sera feito por indugao no comprimento de «.

Como FE nao é livre de pronomes, F nao pode ser um axioma, nem uma sentenca
de I'. Isso basta para o passo base. Vamos considerar o passo indutivo. Para
usar a hipotese de inducao é importante lembrar que as linhas de uma ocorréncia
qualquer de uma sentenca em « satisfazem a condigao sobre o acima, ou seja, que
cada ocorréncia na linha de sentenca distinta da conclusao é utilizada exatamente
uma vez como premissa de regra.

Suponhamos que F é —=(F V G) V H e foi obtida em « a partir de ocorréncias
de =F'V H e =G V H pela regra da prova por casos. Como dxD ¢é disjunta prima
de E e nao pode ser —~(F V G), temos que JxD ¢ disjunta prima de H, e E’ é
—(FV G)V H'. Como essas ocorréncias de =F V H e =G V H nao sao usadas como
premissas para concluir outra ocorréncia de sentenca que nao seja a ocorréncia dada
de F, nenhuma delas pode ocorrer na linha da outra, e a linha de uma nao pode
ser subsequéncia da linha da outra. Concluimos que essas linhas em « nao possuem
termo comum e, por hipotese de indugao, podem ser transformadas em dedugoes de
—-FV H' e -GV H'. Portanto, a pode ser transformada em uma deducao de E’ pela
substituicao independente das linhas das ocorréncias dadas de =FV H e -GV H
pelas deducoes de —=F' vV H' e =G V H' obtidas acima, seguida de uma aplicacao da
regra da prova por casos para inferir =(F'V G) V H'.

Se E é F'V G e foi obtida em « a partir de ocorréncias de H V F' e -HV G
pela regra fraca do corte, entao £’ é F' vV G'. Como essas ocorréncias de H V F' e
—H V G nao sao usadas como premissas para concluir outra ocorréncia de sentenga
que nao seja a ocorréncia dada de F, nenhuma delas pode ocorrer na linha da outra,
e a linha de uma nao pode ser subsequéncia da linha da outra. Concluimos que essas
linhas em a nao possuem termo comum. Portanto, a pode ser transformada em uma
deducao de E’ pela substituicdo independente das linhas das ocorréncias dadas de
HVF e —HVG por deducoes de HV F' e =H \V G', obtidas por hipdtese de inducao,
seguida de uma aplicacao da regra fraca do corte para inferir F’ Vv G.

Suponhamos que E foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de I’ pela regra
das disjuntas primas. Nesse caso, se JxD ocorre como disjunta prima de F', entao
substituimos tais ocorréncias por C', resultando em F’. A linha dessa ocorréncia de
F em « pode ser transformada, por hipétese de inducao, em uma deducao de F”.
Uma deducao de E’ pode ser obtida a partir dessa deducao de F’, dada pela hipdtese
de indugao, seguida de uma aplicacao da propria regra das disjuntas primas. Se dzD
nao ¢ disjunta prima de F', entao toda disjunta prima de F' é também disjunta prima
de E’, e uma deducao de E’ pode ser obtida a partir da linha original que termina
na ocorréncia dada de F' seguida de uma aplicacao da regra das disjuntas primas.

Suponhamos que E é =—F V (G e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de
FV G pela regra da introducao da dupla negacao. Temos que £’ é -—F V G, e uma
deducao de E’ é obtida a partir de uma deducao de F'V G’, dada por hipdtese de
inducao, seguida de uma aplicagao da regra da introdugao da dupla negacao.
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Se E é ~3yF VG, e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de —F,[t] V G pela
regra do existencial antecedente, entao £’ é =3z F V G, e uma deducdo sua pode ser
obtida a partir da dedugao de =F,[t] V G’, dada por hipdtese de inducao, seguida de
uma aplicacao da propria regra do existencial antecedente.

Suponhamos que E é dyF V G, e foi obtida em « a partir de uma ocorréncia de
F,[t] V G pela regra do existencial consequente. Temos duas possibilidades mutua-
mente excludentes para E': Ou E' é CVG', casoem que D é Fex éy,oué yFVG'.
No primeiro caso, F,[t]VG é D,[t]V G e, por hip6tese, hd uma dedugao de =D, [v]VC
que satisfaz (i) e (7). Usando a hipé6tese que I' é regular, podemos mostrar com uma
inducao simples que essa dedugao de =D, [v] V C' pode ser transformada em uma
dedugao de =D,[t] v C. Da hipétese que D,[t] é sentenca de corte, obtemos uma
deducao de G’ Vv C, e, consequentemente, de E’ pela regra das disjuntas primas. No
segundo caso, por hipétese de indugdo, temos uma dedugao de F,[t] V G’, que pode
ser transformada em uma deducao de JyF' V G’ pela aplicagdo imediata da regra do
existencial consequente.

Agora podemos demonstrar que Jz D é sentenca de corte. Podemos fixar dedugoes
ade IzDV B e de ~3xDV C a partir de I tais que (i) cada ocorréncia de sentenga
distinta da conclusao ¢ utilizada exatamente uma vez como premissa de regra para
inferir uma sentenga posterior, e (ii) se a regra do existencial antecedente é usada
com u como nome proprio critico, entao u nao ocorre em JxD. Pela primeira etapa,
temos uma deducao (a partir de T') de =D,[v] V C, em que v é um nome préprio
novo que nao ocorre em «', que satisfaz (i) e (i7). Pela segunda etapa, o pode ser
transformada em uma deducao de C'V B. Da regra das disjuntas primas segue que
h& uma deducao de B Vv C. O

Agora podemos demonstrar o teorema seguinte. Esse teorema mostra que para
premissas sem quantificadores o sistema original nao é mais forte que o sistema para
sentencas.

56. TEOREMA. [Teorema das premissas abertas]

Sejam I' um estoque de formulas sem quantificadores e I o estoque constituido
por todas as instancias fechadas de formulas de I' obtidas pela substituicao uniforme
das ocorréncias livres de pronomes por nomes proprios (incluindo substitui¢oes por
nomes proprios novos). Se uma formula A é dedutivel no sistema original a partir
de T', entao qualquer instancia fechada A’ de A obtida pela substituicdo uniforme
das ocorréncias livres de pronomes por nomes proprios € dedutivel no sistema para
sentencas a partir de I".

DEMONSTRAGQAO. Suponhamos que d é uma deducgao no sistema original de A a
partir de I'. Vamos mostrar por indugao no comprimento de d que qualquer sentenga
obtida a partir de A pela substituicao uniforme das ocorréncias livres de pronomes
por nomes préprios quaisquer (novos ou nao) é dedutivel no sistema para sentencas
a partir de I".

Passo base:
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Se d tem comprimento 1, entao A esta em I' ou é um axioma do terceiro excluido
ou da substituicao. Nesse caso, qualquer instancia fechada de A estd em IV ou é
dedutivel no sistema para sentencas, como vimos na secao 1.

Passo indutivo:

Se A é obtida a partir de uma férmula anterior B em d pela aplicacao da regra
da expansao, entao qualquer instancia A’ de A é obtida a partir de uma instancia
fechada coerente B’ de B pela aplicacao da regra das disjuntas. Por hipdtese de
inducao, B’ é dedutivel no sistema para sentencas a partir de I'V. Concluimos que
qualquer instancia fechada de A é dedutivel a partir de I'' nesse caso. O mesmo pode
ser concluido nos casos das regras da contracao e da associatividade.

Suponha que A é obtida a partir de férmulas anteriores B e C' em d pela aplicagao
da regra do corte. Se A’ é uma instancia fechada qualquer de A e B’ e C' sado
instancias fechadas coerentes de B e C, entdo, por hipétese de inducao, B’ e C’ sao
dedutiveis no sistema para sentencas a partir de I''. Observamos que I é regular e
que as sentencas em I sdo livres de pronomes. Pelo teorema da eliminacao parcial
do corte, A" é dedutivel no sistema para sentengas a partir de I".

Suponha que A é do tipo dzB — (' e é obtida a partir de formula anterior do tipo
B — C em d. Seja dx B’ — C’ uma instancia fechada de A. Por hip6tese de inducao,
qualquer instancia fechada de B — C' é dedutivel no sistema para sentencas a partir
de I". Em particular, B.[t] — C’, em que t é um nome préprio novo, é dedutivel no
sistema para sentencas a partir de I'". Pela aplicagao regra do existencial antecedente,
concluimos que A’ é dedutivel, no sistema para sentencas, a partir de I". O

57. EXERcic1O. Mostre que se I' é estoque regular de sentencas e o é uma deducao
no sistema para sentencas de uma sentenca A.[t], em que ¢ é nome préprio novo, a
partir de I' que satisfaz as condigdes (i) e (ii) enunciadas na demonstragao do teorema
da eliminacao parcial do corte, entao o pode ser transformada em uma deducao da
sentenca A,[u| a partir de ', que ainda satisfaz (i) e (i7), pela substituicao de certas
ocorréncias de t por u.

4. O Primeiro Teorema Epsilon e o Teorema de Herbrand

Concluimos a secao anterior mostrando que uma formula A sem quantificadores
¢ dedutivel, no sistema original, a partir de um estoque I' de férmulas sem quan-
tificadores se e somente se as sentencas A’ obtidas a partir de A pela substituicao
uniforme das ocorréncias livres de pronomes por nomes proprios sao dedutiveis, no
sistema para sentencas, a partir do estoque I constituido por todas as sentencas ob-
tidas a partir de férmulas de I' pela substituicao uniforme das ocorréncias livres de
pronomes por nomes proprios. Varios teoremas fundamentais da légica de primeira
ordem podem ser obtidos a partir desse resultado. Os enunciados nesta secao dizem
respeito ao sistema dedutivo original.
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Dizemos que um estoque I' de férmulas sem quantificadores é fechado por subs-
tituicdo de pronomes se toda férmula do tipo By, u,...[U1,Y2,...] estd em I' desde
que a formula B esteja. A observacao que segue a regra da generalizacao mostra que
By, 2o, [Y1, Y2, -..| ¢ dedutivel a partir de B, mas isso ndo implica que By, 4, [y1, Y2, --.]
estd em todo estoque de formulas que a férmula B esta. Contudo, isso implica que
todo estoque de féormulas pode ser estendido para um estoque de féormulas fechado
por substituicao de pronomes e a partir do qual nao se pode deduzir uma férmula
que nao ¢é dedutivel a partir do estoque original.

O teorema a seguir mostra de que modo a parte livre de quantificadores do sistema
dedutivo original para a légica de primeira ordem ¢é suficiente para o fragmento livre
de quantificadores da linguagem. Explicitamos a definicao seguinte antes de enunciar
o teorema: Dizemos que uma formula A é consequéncia tautologica de I' se A é
consequéncia tautologica de alguma pluralidade finita de férmulas de I'.

58. TEOREMA. [Primeiro teorema epsilon]

Sejam A uma formula sem quantificadores e I' um estoque de formulas sem quan-
tificadores fechado por substituicao de pronomes. A formula A € dedutivel a partir
de I' (no sistema original) se e somente se A é consequéncia tautolégica de T'.

DEMONSTRACGAO. Suponhamos que A é dedutivel, no sistema original, a partir
de um estoque I' de férmulas sem quantificadores. Seja A’ uma sentenga obtida a
partir de A pela substitui¢ao uniforme das ocorréncias livres de pronomes por nomes
préprios novos, tal que pronomes distintos sao substituidos por nomes préprios novos
distintos. Seja I o estoque constituido por todas as sentencas obtidas a partir de
formulas de I' pela substituicao uniforme das ocorréncias livres de pronomes por
nomes préprios quaisquer. Sabemos, pelo teorema das premissas abertas, que A’ é
dedutivel a partir de IV no sistema para sentencas.

Pelo lema das linhas de deducado, hd uma deducao d de A’ a partir de I no
sistema para sentencas tal que cada ocorréncia de sentenca exceto a iltima é usada
exatamente uma vez para concluir uma sentenca posterior. A deducao d é livre de
quantificadores. De fato, suponhamos que um quantificador ocorre em d. Um termo
da sequéncia d em que ha alguma ocorréncia de quantificador nao pode corresponder
a conclusao, pois A’ é livre de quantificadores. Portanto, qualquer termo de d que
contém algum quantificador é usado como premissa de uma regra para concluir um
termo posterior de d. Como nenhuma regra do sistema para sentencas permite
concluir uma sentenca sem quantificadores a partir de sentencas com quantificadores,
temos que nao pode haver o ultimo termo com quantificador. Absurdo, pois d é uma
sequéncia finita.

Temos uma deducao d de A" a partir de I (no sistema para sentencas) tal que
d é livre de quantificadores. Em particular, as regras do existencial antencedente e
existencial consequente nao ocorrem em d. Uma simples indugao mostra que cada
termo de d é consequéncia tautolégica de I''. Portanto, A’ é consequéncia tautologica
de sentencas Bj, B), ... de I". Agora podemos substituir de volta os nomes préprios
novos de A’ por pronomes, de modo a recuperar a férmula A, e fazer uma substituicao



4. O PRIMEIRO TEOREMA EPSILON E O TEOREMA DE HERBRAND 44

uniforme compativel em Bj, Bj, ... que troca de volta nomes préprios por pronomes,
para obtermos formulas By, By, ... de I'. Isso é possivel pois I' é fechado por
substituicao de pronomes. Como as operacoes légicas nao sao afetadas por tais
substituigoes, A é consequéncia tautologica de By, B, ..., como queriamos. Il

Dizemos de um estoque de formulas I' que I' é tautologicamente consistente se
para cada pluralidade finita By, By, ... de férmulas de I' ha uma atribuicao o de
valor de verdade para féormulas atomicas e existenciais tal que todas as formulas By,
By, ... sao satisfeitas em o.

O teorema a seguir, um coroldrio do primeiro teorema epsilon, elimina a quanti-
ficacao do problema da consisténcia de um estoque de férmulas sem quantificadores
em logica de primeira ordem. Isso pode ser usado para demonstrar finitariamente a
consisténcia de algumas teorias matematicas.

59. TEOREMA. [Teorema de Herbrand|
Se I' ¢ um estoque de formulas sem quantificadores fechado por substituicao de
pronomes, entao I' é consistente se e somente se I' é tautologicamente consistente.

DEMONSTRAGAO. Se I' ndo é tautologicamente consistente, entao hd uma plu-
ralidade finita By, Bs, ... de férmulas de I' tal que, para qualquer atribuicao o de
valor de verdade para férmulas atomicas e existenciais, pelo menos uma das férmulas
By, B, ... nao ¢é satisfeita em o. Disso segue que qualquer formula é consequéncia
tautologica de By, Bs, ..., portanto de I', e I' é inconsistente.

Se I' é inconsistente, entao qualquer féormula livre de quantificadores do tipo
AN—-A é dedutivel a partir de I'. Do primeiro teorema epsilon temos que a conjuncao
A A=A é consequéncia tautoldgica de I'. Isso significa que hd uma pluralidade finita
de féormulas By, Bs, ... de I' tal que toda atribuicao de valor de verdade para
férmulas atomicas e existenciais que satisfaz todas as férmulas By, B, ... também
satisfaz A A =A. Como nenhuma atribui¢ao de valor de verdade satisfaz A A —A,
temos que nenhuma atribuicao de valor de verdade satisfaz By, Bs, ..., e I' nao é
tautologicamente consistente. Il

60. EXERcicI10. Seguindo a notagao da demonstracao do primeiro teorema epsi-
lon, mostre por inducao que cada termo de d é consequéncia tautolégica de I''. Ainda
com relagao a demonstragao do primeiro teorema epsilon, mostre que as formulas By,

Bs, ... de T', obtidas a partir de B}, Bj, ... por uma substituigdo apropriada de no-
mes proprios por pronomes, podem nao coincidir com as féormulas de I' que deram
origem a Bj, B), ..., mas que aquelas By, By, ... podem ser obtidas a partir dessas

que deram origem a Bj, B! por uma substitui¢ao de pronomes.
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5. Axiomas da Igualdade

Como aplicacao dos resultados da secao anterior, consideremos o estoque I' cons-
tituido pelos axiomas da igualdade para um simbolo de predicado binario R, definidos
como segue: As férmulas R(z,x) e as formulas

(R(z1,51) A (B2, y2) A (R(2s,y3) A -0))) = (Q(21, 22, ) = Q(yr, 2, ),

em que o numero de componentes atomicas no antecedente é a aridade de (@), para
() simbolo de predicado qualquer e x, x1, y1, T2, ¥, ... pronomes quaisquer, Sao
axiomas da igualdade para o simbolo R. Observamos que o estoque I' constituido
por tais formulas é fechado por substituicao de pronomes.

Tanto R(z,y) — R(y,z) quanto (R(x,y) A R(y, z)) — R(x, z) podem ser dedu-
zidas, no sistema original, a partir dos axiomas da igualdade:

61. EXEMPLO. [Simetria da igualdade]
(1) (R(z,y) A R(z,x)) — (R(z,z) = R(y,z)) (axioma da igualdade)
(2) R(z,z) (axioma da igualdade)
(3) R(z,y) — R(y,z) (consequéncia tautoldgica de 1 e 2)

62. ExEMPLO. [Transitividade da igualdade]

) (R(y,x) AN R(z,2)) — (R(y,z) = R(x,z)) (axioma da igualdade)

) R(z,z) (axioma da igualdade)

) R(z,y) = R(y,z) (simetria da igualdade)

) (R(z,y) A R(y,2)) = R(z,2) (consequéncia tautoldgica de 1, 2 e 3)

Nos exemplos acima, a conclusao é sempre deduzida por consequéncia tautoldgica
de axiomas da igualdade. Pelo primeiro teorema epsilon, esses casos sao representati-
vos de uma situagao geral: Como o estoque I' dos axiomas da igualdade é um estoque
de formulas sem quantificadores fechado por substituicao de pronomes, uma férmula
A sem quantificadores é dedutivel a partir de I" se e somente se A é consequéncia
tautoldgica de I'. Contudo, ha féormulas relevantes com quantificadores dedutiveis a
partir dos axiomas da igualdade.

63. TEOREMA. [Teorema indiscernibilidade dos iguais]
Sejam A uma formula, x, y e z pronomes, R um simbolo de relacio e I' um
estoque de formulas incluindo os axiomas da igualdade para R. A formula

R(z,y) — (A:[z] < A:ly))
€ dedutivel a partir de T'.
DEMONSTRAGAO. O resultado é mostrado por inducao na complexidade de A.
Passo base:

Se A é uma férmula atomica, entao é da forma Q(ti,ts,...). Para simplificar a
notagao, vamos supor que o simbolo () possui aridade 3. O método da demonstracao
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¢ perfeitamente geral, contudo. Com isso, podemos representar A,[z| e A,[y| por
Q(u1, ug, uz) e Q(vy,vq,v3), respectivamente.
Sejam 1, 2, T3 € Y1, Y2, Y3 pronomes novos, distintos entre si. Seja B o axioma
(R(z1,y1) A (R(z2,y2) A R(xs,93))) = (Q(21, T2, 23) — QY1 Y2, Y3))-
Pela regra de generalizacao, V1B é dedutivel a partir de B. Como

VLL’lB — B:rl [ul]

¢ dedutivel, segue que By, [u;] é dedutivel a partir de B. Similarmente, Yy, B,, [u1] é
dedutivel a partir de B, [uq] e

vlem [ul} — Ba, [ul]m [Ul]
¢ dedutivel. Temos, entdo, que By, [u1]y,[v1] é dedutivel a partir de B, [u;]. Como
Y1 nao é up, segue que

Ba, [ul]yl [Ul] ¢ Bxhyl [ub Ul]’

e a ultima férmula é dedutivel a partir de B.

Como x5 e Yo ndo sao uj ou vy, 0 mesmo argumento pode ser usado para mostrar
que By, gy wos U1, U1, U2, V2] é dedutivel a partir de By, 4, [u1,v1], portanto dedutivel
a partir de B. Do mesmo modo,

leayl,xz,y2@37y3 [ulv U1, U2, V2, U3, U?)}

é dedutivel a partir de By, y; w0y, (U1, V1, U2, v2]. Concluimos que

B$17y17x27y2,w37y3 [ula V1, U2, V2, U3, 03}

é dedutivel a partir de B. Mas x1, 2, 23 € Y1, Y2, y3 sao todos distintos entre si,
portanto By, y s ys,ms,us [ub U1, Uz, V2, U3, U3] €

(R(u1,v1) A (R(ug, va) A R(uz, v3))) — (Qur, uz, uz) — Q(v1,v2,v3)),

e essa formula é dedutivel a partir do axioma B do estoque I'.

Por definicao, se t; é z, entao u; é x e v; é y e se t; nao é z, entao uy, v e ty
representam o mesmo nome. Similarmente para to, us € v, € t3, uz € v3. Se t; é
z, entao R(uy,v1) é R(x,y). Se t; ndo é z, entdo R(uy,v1) é R(t1,t1), e é dedutivel
a partir do axioma R(z1,x1). Em qualquer caso, R(z,y) — R(uy,v1) é dedutivel a
partir dos axiomas da igualdade, e o mesmo ocorre para R(x,y) — R(ug,v2) e para
R(z,y) — R(us,vs3). Por consequéncia tautoldgica,

R(z,y) — (R(uy,v1) A (R(ug,v9) A R(us,vs)))
¢é dedutivel a partir de I'. Disso segue, pelo que foi mostrado acima, que
R(x,y) — (Q(uy, uz, uz) = Q(vy,v2,v3))

¢é dedutivel a partir de I', como queriamos.
Mostramos que R(z,y) — (A.[x] — A.[y]) é dedutivel a partir de ', para z, y e
z pronomes quaisquer. Portanto,
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Ry, z) — (A:ly] = A:l])

também é dedutivel a partir de I', para x, y e z pronomes quaisquer. Pela simetria
da igualdade, R(z,y) — R(y,z) é dedutivel a partir de I', para x e y pronomes
quaisquer. Juntando tudo, por consequéncia tautolégica temos que

R(z,y) = (A:fz] < A:ly))
¢é dedutivel a partir de I', para z, y e z pronomes quaisquer.
Passo indutivo:
Suponhamos que A é =B ou BV C e que
R(xz,y) = (B:[z] <> B:[y]) e R(z,y) — (C.[z] > C.ly])
sao dedutiveis a partir de I', para z, y e z pronomes quaisquer. Temos que
R(z,y) — (A:[z] < A.ly])

também é, por consequéncia tautoldgica, em ambos os casos, dedutivel a partir de
r.

Suponhamos que A é JwB. Como as subsitituicoes de z por x e z por y em A
sao permitidas por hipdtese, w nao é x ou y. A composicao de uma deducao de
R(z,y) — (B.[z] <> B.[y]) a partir de I', dada pela hipdtese de indugao, com a
deducao a seguir mostra que

R(z,y) — (A:lz] < A:[y])

¢ dedutivel a partir de I'.

) R(z,y) = (B:[z] ¢ B.[y]) (premissa)

R(z,y) — Vw(B [z] <> B.[y]) (introducao do universal)

w(B.[r] <+ B.[y]) = (B.[z] +> B.[y]) (teorema da substituigao)

.|yl — JwB, [ ] (axioma da substitui¢ao)

B.[zx] < B.ly]) — (B.[z] = JwB,[y]) (consequéncia tautolégica de 3
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Assumimos agora que o nome t e o pronome ¥y sao distintos de x.

64. EXEMPLO. [Eliminacao dos nomes|

R(t,t) (axioma da igualdade)

A, [t] = Jx(R(z,t) N A) (consequéncia tautolégica de 1 e 2)

R(z,y) = (A — A.[y]) (indiscernibilidade dos iguais)

Vy(R(z,y) — (A — A.ly])) (regra da generalizagao)

Vy(R(z,y) — (A — A.ly])) = (R(z,t) — (A — A.[t])) (teorema da substi-
tuicao)

(7) (R(x,t) N A) — A.[t] (consequéncia tautologica de 5 e 6)

(8) Jx(R(z,t) N A) — A,[t] (introducdo do existencial)

(9) A,[t] <> Jz(R(x,t) A A) (consequéncia tautoldgica de 3 e 8)

65. EXERciciO. Seguindo a notacao da demonstracao do teorema da indiscer-
nibilidade dos iguais, refaca a demonstragao do passo base usando inducao. Basta
mostrar que, para cada n maior ou igual a 1 e menor que a aridade de @,

Bxl7yly-~~:xn:yn71'n+l:yrz+l [ula U1y «evy Un, Un,y Uny, Un+1]
é dedutivel a partir de By, 4, wonyn (U1, V1, -0, Un, Up ).

6. Nomes Especiais e o Segundo Teorema Epsilon

Vamos considerar uma regra para quantificacao existencial e predicacao que é
muito importante. Ea passagem de uma sentenca existencial do tipo dzA para uma
instancia A,[t], em que t é um nome préprio novo. Essa passagem, que em linguagem
natural diz que se alguma coisa é A, entao podemos nomear propriamente tal coisa
por t e predicar que t é A, nao é assegurada pelos recursos do nosso sistema dedutivo
original, que nao deixa a linguagem da vez para introduzir um nome proprio novo.
Mais ainda, é possivel que dr A seja dedutivel a partir de um estoque de premissas
sem que uma instancia fechada A, [t] seja dedutivel. Portanto, é de interesse estender
nosso sistema dedutivo para garantir esse tipo de passagem e estudar o alcance dessa
extensao obtida por meio de nomes proprios que serao chamados especiais.

Essa regra é, de fato, complementar em relagdo a passagem de uma instancia
qualquer do tipo A,[u] para a sentenca existencial Jx A, que j4 estd garantida pelo
axioma da substituicao. Vamos demonstrar no teorema fundamental da teoria das
deducgoes que essas duas regras bdsicas dao conta da légica de primeira ordem, no
sentido que essa extensao com quantificagao e predicacao do sistema de tautologias
da légica proposicional é obtida por essas duas regras. Vamos ver como fazer isso
e, no caminho, demonstrar resultados que sao de interesse independente como o
segundo teorema epsilon.

Se queremos assegurar a passagem para uma instancia fechada da sentenca exis-
tencial dz A, entdao consideramos um nome proprio novo representado por ts.4 e
adicionamos a sentenga 3z A — A,[t3,4] ao estoque de premissas. Dizemos que t3,4
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¢ um nome préprio especial de nivel 0 e que JxA — A,[t3.4] é 0 axioma especial
para ts, 4. Podemos repetir o procedimento para garantir outras passagens do mesmo
tipo, para outras instancias fechadas de interesse.

Mesmo assim, isso resolve apenas parcialmente o problema porque ao considerar
nomes préprios novos acrescentamos também novas formulas na linguagem, férmulas
com ocorrencias desses nomes novos. Em particular, acrescentamos também novas
sentencas existenciais, e para essas novas existenciais, com ocorréncias de nomes
proprios especiais de nivel 0, a passagem para uma instancia fechada nao esta asse-
gurada.

Contudo, se queremos assegurar tal passagem para sentencas existenciais novas,
podemos repetir o procedimento. Lembrando que sempre temos um estoque ilimitado
de simbolos novos disponiveis, podemos, entao, considerar um nome proprio novo
representado por t3,5 para a sentenca existencial Jy B, em que B contém ocorréncias
de nomes préprios especiais de nivel 0, e adicionar o axioma especial JyB — By [t3,5]
ao estoque de premissas ja ampliado. Dizemos que t5,5 ¢ um nome préprio especial
de nivel 1. Nao ha limite para repetir tal procedimento, podemos introduzir nomes
proprios especiais de nivel 2 e adicionar os axiomas especiais correspondentes, e assim
sucessivamente até assegurar as passagens para instancias fechadas que desejamos.

66. OBSERVAGAO. E importante observar que se t3,¢ ¢ um nome proprio especial,
entao nenhum outro nome proprio especial de nivel maior ou igual ao nivel de t3.¢
ocorre em 3zC — C,[ta,c]. Para abreviar as formulagoes, preferimos a expressao
“nome especial” em vez de “nome proprio especial”.

O teorema a seguir mostra que a adicao de axiomas especiais é conservativa, ou
seja, que se uma férmula sem ocorréncias de nomes especiais é dedutivel a partir de
axiomas especiais e de outras premissas sem ocorréncias de nomes especiais, entao
ela é dedutivel a partir dessas premissas apenas.

67. TEOREMA. [Teorema da conservatividade dos axiomas especiais]

Sejam F uma formula sem ocorréncias de nomes especiais e I' um estoque de
formulas também sem ocorréncias de nomes especiais. F é dedutivel a partir de I’
e de aziomas especiais IxA — Ay[taza], JyB — Byltayp|, 32C — C.lta.cl, ... see
somente se hda uma deducao de F' a partir de I' sem ocorréncias de nomes especiais.

DEMONSTRAGAO. Se F é dedutivel a partir de I', entao é imediato que F é
dedutivel, considerando os nomes especiais como nomes proprios novos acrescentados,
a partir de I'" e de axiomas especiais. Precisamos demonstrar apenas a implicagao
conversa. Vamos mostrar como transformar uma deducao de F' a partir de I' e de
axiomas especiais em uma deducao de F' a partir de I apenas.

Suponha que F' é dedutivel a partir de I' e de uma lista finita de axiomas especiais
distintos dxA — A[ts.4], JyB — Byltays|, 32C — C.lta.c], .., € que a sucessao
finita t3.4, tays, ts.c, ... ja estd arranjada de modo que o nivel de t5,4 ¢ maior
ou igual ao nivel de t3;5, que por sua vez é maior ou igual ao nivel de t3.¢, e
assim sucessivamente. Vamos representar esses axiomas especiais por A’, B', ', ...,
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respectivamente. A suposicao acima implica que t3,4 pode ocorrer apenas no axioma
especial A’, que t3,5 pode ocorrer apenas nos axiomas especiais A’ e B’, etc. Por
aplicagoes sucessivas do teorema da deducao transformamos uma deducao de F a
partir de I e de A, B’, (', ... em uma deducao de

A—-B —-C—.—=F).)

a partir de I'.

Podemos mostrar agora como produzir uma deducao da féormula obtida pela
eliminacao de A’ na implicacao acima a partir de I'. Primeiro, reescrevemos a im-
plicacao acima com o axioma especial A" detalhado:

(JzA — Agltzea]) > (B = (C"— ... = F)...)

O nome especial t3,4 nao ocorre em (B" — (C' — ... — F)...), pois é de nivel
maximo, nem em I'. O teorema dos nomes proprios nos da uma deducgao livre de
tax A de

(JzA — Ayjw]) = (B' = (C" — ... = F)...)

a partir de I', em que w é um pronome novo. Agora, como o pronome w N&o 0COITe
m (B — (C" — ... = F)...), uma dedugao de

Jw(E3zA — Aw)) = (B' = (C" — ... — F)...)

a partir de I" pode ser obtida por uma aplicacao da regra da introducao do existencial.
Também temos a dedugdo abaixo da sentenga Jw(IxA — A,[w]):

(1) AyJw] — (FzA — A, [w]) (tautologia)
(2) (EI:L'A — Alw]) = Jw(FzA — A,[w]) (axioma da substituigao)
(3) Aiw] = FJw(FxA — A.[w]) (consequéncia tautoldgica de 1 e 2)
(4) JwA,[w] = Fw(FzA — A,[w]) (introdugao do existencial)
(5) =3zA — (FzA — A,[w]) (tautologia)
(6) =3zA — Jw(FrA — A,w]) (consequéncia tautoldgica de 2 e 5)
(7) FwA,[w] +» JxrA (renomeagao de pronomes ligados)
(8) Jw(IrA — A, [w]) (consequéncia tautoldgica de 4, 6 e 7)

Das duas deducoes acima obtemos uma deducao de
(B"—= (C'"— ... = F)..)

a partir de I' por uma aplicacao da regra de modus ponens.

Esse procedimento de eliminacao pode ser aplicado novamente para B’, C’, ..., em
sequéncia, até produzir uma deducao de F' a partir de I' sem ocorréncias de nomes
especiais. O

Seja ' um estoque de férmulas sem ocorréncias de nomes especiais que inclui
os axiomas da igualdade para um simbolo de relacao representado por =. Vimos
que ampliar I' com axiomas especiais nao altera as férmulas sem nomes especiais
dedutiveis usando os recursos dados de inicio apenas.



6. NOMES ESPECIAIS E O SEGUNDO TEOREMA EPSILON 51

Contudo, a passagem de uma sentenga existencial 3z A para a instancia A, [tg,4]
nao é o tnico recurso adicional de interesse nesse contexto. E razodvel supor também
que se A e A’ sao equivalentes, entao que t3,4 = t3,.4/, Ou seja, é de interesse con-
siderar o que acontece se I' for ampliado com axiomas especiais e com sentencas
do tipo V(A <> A') — taza = taga, em que tzza e ta,a SA0 nomes especiais
ja introduzidos. As sentencas desse tipo sao chamadas de axiomas da igualdade
especiais. Nao estao excluidos os axiomas da igualdade especiais triviais do tipo
V(A <> A) — t3,4 = t3za. Nesse caso os axiomas sao dedutiveis a partir dos
axiomas da igualdade do tipo tg,4 = t3;4.

O segundo teorema epsilon garante que o uso de axiomas especiais e de axiomas
da igualdade especiais nao altera o sistema original no que se refere as férmulas sem
nomes especiais.

68. TEOREMA. [Segundo teorema epsilon]

Sejam F uma formula sem ocorréncias de nomes especiais e I' um estoque de
formulas também sem ocorréncias de nomes especiais. F € dedutivel a partir de T,
de azriomas especiais e de axiomas da igualdade especiais se e somente se hd uma
deducao de ' a partir de I' sem ocorréncias de nomes especiais.

DEMONSTRAGAO. Se F é dedutivel a partir de I', entao é imediato que F é
dedutivel, considerando os nomes especiais como nomes proprios novos acrescentados,
a partir de I' ampliado com axiomas especiais e axiomas da igualdade especiais.
Precisamos demonstrar apenas a implicagao conversa.

Suponha que d é uma deducao de F' a partir do estoque I' ampliado com axiomas
especiais e axiomas da igualdade especiais e que t, u, v, ... é a lista finita de todos
nomes especiais que ocorrem em d. Cada nome especial na lista ¢, u, v, ... corresponde
a um axioma especial e a alguns axiomas da igualdade especiais que, supomos, foram
adicionados a I'. Vamos supor, ainda, que o nivel de ¢ ¢ maior ou igual ao nivel de wu,
que é maior ou igual ao nivel de v, e assim sucessivamente. Queremos mostrar como
obter a partir de d uma deducao de F' que nao usa o axioma especial para ¢ nem os
axiomas especiais da igualdade com ocorréncias t.

Sejam

VI(A <~ A/) — l3p4 = t3z0/, Vy(B < B,) — tgyB = tgyB/,
VZ(C <~ Cl) — 3,0 = t3,07, .-

os axiomas da igualdade especiais com ocorréncias de t que sao usados em d. Vamos
representar esses axiomas por A, By, 4, ..., notacdo que serd usada na parte final
da demonstracao. Observamos que, como o nivel de { é méximo entre os nomes
especiais que ocorrem em d, apenas o consequente desses axiomas tem ocorréncias
de t.

Considere o axioma Vz(A <> A") — t3,4 = t3,4/. Se esse axioma é trivial, entao
ele é dedutivel a partir de axiomas da igualdade e pode ser eliminado. Se o axioma
nao é trivial, entao apenas um entre tg,4 € tg,4 € t, € vamos supor que é tg,4. Se t
é t3,4/, podemos alterar d substituindo o axioma
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V(A < A') = tapn = taen
pelo axioma
Vx(A’ — A) — .40 = t3z4,

ja que cada um desses axiomas pode ser deduzido a partir do outro e de I', e nos
preocuparmos apenas com a eliminacao desse ultimo, como segue. Analogamente
para todos os outros axiomas da igualdade especiais da lista acima.

Dessas suposigoes segue que o axioma especial parat é JxA — A, [t3,4], e também
¢ JyB — Byltays], ..., que x, y, ... representam o mesmo pronome e que A, B, ...
representam a mesma féormula. Vamos mostrar que todos os axiomas da igualdade
especiais com ocorréncias de ¢t acima sao dedutiveis a partir do estoque II que é I"
ampliado com axiomas especiais para nomes especiais distintos de £, com axiomas
da igualdade especiais sem ocorréncias de ¢t e com Vz(A < A') e t = tzar.

De fato, o axioma da igualdade especial Vz(A <> A') — t3,4 = t3,.4 é dedutivel
a partir de Vz(A <» A’) e t = t3,4/, por consequéncia tautoldgica. O axioma especial
para t também ¢é dedutivel a partir de II. Para mostrar isso, primeiro deduzimos
A A e Aft] « ALJt] a partir de Va(A <> A’) pelo teorema da substituicao.
Depois deduzimos A’ [t] <> A![ta,a] a partir de t = t3,4 seguindo o teorema da
indiscernibilidade dos iguais. Agora deduzimos JzA <> dz A’ a partir de A <> A’ pelo
teorema da substituigdo de equivalentes, e A,[t] <> A/ [t3,4/] a partir de A,[t] > A.[t]
e A [t] < Allts,a] por consequéncia tautolégica. Para finalizar, concluimos por
consequéncia tautolégica o axioma especial Jx A — A, [t] a partir do axioma especial
Jr A" — Al [tz.4], que estd em I, pois t n&o é t3, 4 e nao ocorre em A’

Os outros axiomas da igualdade especiais com ocorréncias de ¢ também sao de-
dutiveis a partir de II. Vejamos o caso de Vy(B <+ B') — tg,p = t3,pr. Vamos
assumir como premissa o antecedente Vy(B <> B’) para deduzir o consequente,
que é t = t3,p, a partir de II. Sabemos que ¢ nao ocorre no axioma da igual-
dade especial V(A" <» B') — t3,a = t3.p que, portanto, estd em II. Pelo teo-
rema da substituicao de equivalentes aplicado & formula B <> B’, deduzida a partir
da premissa, e a esse axioma da igualdade especial sem ocorréncias de ¢, temos
que Vz(A" <> B) — tzpa = tazp. Como B é A e Vz(A <> A') estd em II, te-
mos t3,4 = t3.p, usando novamente o teorema da substituicao de equivalentes
e modus ponens. Agora, usamos que t = tg, 4 estd em II e a transitividade da
igualdade para concluir que ¢t = t3,p/, como querfamos. Pelo teorema da deducao,
Vy(B <+ B') — ta,p = ta,p ¢ dedutivel a partir de II.

Os outros axiomas da igualdade especiais sao tratados do mesmo modo e todos
sao dedutiveis a partir de II. Concluimos que d pode ser transformada em uma
deducao de F' a partir de II. Por duas aplicagoes do teorema da deducao, temos uma
deducao de

t =tga — Ve(A+ A) = F)
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a partir de I' ampliado com axiomas especiais sem ocorréncias de t e com axiomas da
igualdade especiais também sem ocorréncias de t. Pelo teorema dos nomes proprios
temos uma deducao de w = tg,00 — (Vz(A < A’) — F) a partir desse mesmo
estoque de formulas sem ocorréncias de ¢, em que w é um pronome novo.

Com o teorema da substituicao podemos transformar essa dedug¢ao em uma
dedugao de tzza = tazar — (Vz(A < A') — F), substituindo w por tz,a/, que,
por sua vez, pode ser transformada em uma dedugao de Vz(A <» A’) — F a partir
do mesmo estoque sem ocorréncias de t. Mas, =A; — F' é consequéncia tautoldgica
de Vz(A +» A’) — F, portanto temos uma deducdo de =A; — F' a partir do mesmo
estoque.

Usando o teorema da dedugao, a partir da deducao d temos uma deducao da
férmula Ay — (By — (Cy — (... — F)...)) a partir de I' ampliado com axiomas
especiais, incluindo o axioma especial para ¢, e com axiomas da igualdade especiais
sem ocorréncias de t. Como vimos acima, temos uma dedugao de =A; — F a partir
de um estoque menor que esse, sem ocorréncias de t. Por consequéncia tautoldgica,
temos uma deducao de B; — (C; — (... — F)...) a partir de I ampliado com
axiomas especiais, incluindo o axioma especial para t, e com axiomas da igualdade
especiais sem ocorréncias de t.

Similarmente, eliminamos By, C, ... e chegamos a uma deducao de F' a partir de
I ampliado com axiomas especiais, incluindo o axioma especial para t, e com axiomas
da igualdade especiais sem ocorréncias de t. Pelo teorema da conservatividade dos
axiomas especiais, podemos eliminar o axioma especial para ¢t e chegar a uma dedugao
de F' a partir de I' ampliado com axiomas especiais sem ocorréncias de t e com
axiomas da igualdade especiais sem ocorréncias de t. Portanto, t e seus axiomas foram
eliminados. Agora o procedimento pode ser aplicado para u, v, ... sucessivamente
até alcancar uma deducao de F' a partir de I' apenas. O

69. ExERcic1o. Suponha que I' inclui apenas uma férmula do tipo 3z P(x). Mos-
tre que nao é possivel deduzir P(t) a partir de I'. Para isso, mostre primeiro que
se P(t) pode ser deduzida a partir de I', entdo JxP(z) — P(t) e, consequente-
mente, =P (x)V P(t) sdo dedutiveis. Mostre, usando o primeiro teorema epsilon, que
—P(x)V P(t) nao é dedutivel.

7. Caracterizacao das Sentencas Dedutiveis

O teorema a seguir caracteriza as sentencas dedutiveis no sistema original para
a légica de primeira ordem em termos das regras complementares para quantificagao
existencial e predicacao garantidas pelos axiomas da substituicao e axiomas especiais.
Trata-se, também, de medir quanto a légica de primeira ordem extende dedutiva-
mente a logica proposicional, mostrando que essa extensao é obtida exatamente pela
adicao dessas duas regras. Nossa demonstracao usa o sistema para sentencas intro-
duzido na secao 1 deste capitulo, de modo que ha nela uma mescla do uso de nomes
proprios novos com o uso de nomes especiais. Contudo, queremos, no final, ficar
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apenas com nomes especiais, eliminando nomes préprios novos que nao ocorrem nas
sentencas que queremos caracterizar. Por isso a observacao a seguir ¢é relevante.

70. OBSERVAGAO. Sejam dados um estoque finito de nomes especiais e alguns
outros nomes proprios novos que nao sao especiais. Ha um estoque ilimitado de
sentencas existenciais que nao estao associadas a nenhum nome especial do estoque
finito dado e sem ocorréncias de nomes préprios novos. Portanto, podemos estipular
uma sentenca existencial desse tipo para cada nome préprio novo dado de modo que
esses sejam os nomes especiais correspondentes.

71. TEOREMA. [Teorema fundamental da teoria das dedugoes]

Uma sentengca ' sem nomes especiais € dedutivel se e somente se F' é con-
sequéncia tautoldgica de um estoque (finito) A de aziomas especiais e de instancias
fechadas de axiomas de substituicao, possivelmente com ocorréncias de nomes pro-
prios novos, com a sequinte propriedade adicional: Se uma senten¢a D,[t] — JxD
ouJxD — D,[t] estd em A, entdo JxD € instancia fechada de uma subférmula de F.
Além disso, todos 0s nomes prdprios novos que ocorrem em /A sGo nomes especiais.

DEMONSTRAGAO. Sejam F' e A nas condigdes no enunciado. Consideramos os
nomes especiais que ocorrem em A como nomes proprios novos. Como F é con-
sequéncia tautologica de A, temos que, em particular, F' é dedutivel, considerando
apenas os simbolos que ocorrem em F' e em A, a partir de A. Mas A é um estoque
de instancias fechadas de axiomas da substituicao na linguagem de F' expandida
com nomes préprios novos e de axiomas especiais. Se consideramos a linguagem de
F expandida com os nomes préprios novos, qualquer instancia de um axioma da
substituicao que estd em A é ela propria um axioma da substituicao. Portanto, F
¢ dedutivel a partir de axiomas especiais apenas. Pelo teorema da conservatividade,
hé uma dedugao de F' no sistema original e sem ocorréncias de nomes especiais ou
de qualquer simbolo que nao ocorre em F'.

Suponha que F' é dedutivel (no sistema original). Pelo teorema das premissas
abertas, ha uma deducao d de F' no sistema para sentencgas. Vamos demonstrar por
indugdao no comprimento de d que ha um estoque A com as propriedades desejadas.

Passo base:

Se d tem comprimento 1, entao F' é do tipo "AV A em que A é sentenca atomica.
Nesse caso F' é tautologia e podemos estipular o estoque vazio para A.

Passo indutivo:

Suponha que d tem comprimento maior que 1 e F' é obtida em d pela aplicagao
de uma regra de inferéncia. Se F' foi obtida pela aplicacao da regra das disjuntas
primas ou da regra da introducao da dupla negacao, temos que F' foi obtida a partir
de uma sentenca GG para a qual podemos supor, como hipétese de inducao, que ha um
estoque Ag com as propriedades desejadas. Como nos dois casos F' é consequéncia
tautologica de G, ela é também consequéncia tautolégica de Ag. Temos ainda, nesses
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casos, que se uma sentenca do tipo dx D ¢ instancia de uma subféormula de G, entao
ela também ¢ instancia de uma subférmula de F. De fato, como JdxD nao ¢ uma
disjuncao, se ela é instancia de uma subférmula de GG, entao ela é instancia de uma
subférmula de alguma disjunta prima de G. Mas toda disjunta prima de G é uma
subférmula de F' nesses dois casos, como é imediato verificar. Portanto, como uma
subférmula de uma subférmula de F' é uma suférmula de F', temos que Ag é um
estoque com as propriedades desejadas para F' e para G.

Suponha que F foi obtida pela aplicacao da regra da prova por casos a partir de
duas sentengas G' e H anteriores em d, para as quais podemos supor, como hipétese
de inducao, que ha dois estoques, Ag e Ay, com as propriedades desejadas para G
e H, respectivamente. Se A é a reuniao desses estoques, entao F' é consequéncia
tautolégica de A, pois F' é consequéncia tautologica de G e H nesse caso. Além
disso, F' é do tipo =(AV B) V C, e podemos dizer que G é do tipo “AV C e H é do
tipo =BV C. Como 3z D nao ¢ uma disjungao nem uma negacgao, segue que se JxD
é instancia de uma subférmula de G ou de H, entao é instancia de uma subférmula
de A, de B ou de C. Em qualquer caso, dxD ¢é instancia de uma subférmula de F e
A tem as propriedades desejadas para F'.

Suponha que F' foi obtida pela aplicagao da regra fraca do corte a partir de duas
sentencas G e H anteriores em d, para as quais podemos supor, como hipdtese de
inducao, que ha dois estoques, Ag e Ay, com as propriedades desejadas para G
e H, respectivamente. Se A é a reuniao desses estoques, entao F' é consequéncia
tautologica de A, pois F' é consequéncia tautologica de G e H nesse caso. Além
disso, F' é férmula do tipo B V C, e podemos dizer que G é do tipo AV B e H é
do tipo =A V B, em que A é livre de pronomes. Como JzD nao é uma disjuncao
nem uma negacao, segue que se drD ¢ instancia de uma subférmula de G ou de
H, entao é instancia de uma subférmula de A, de B ou de C. Como A é livre de
pronomes, dxD nao é instancia de uma subférmula de A, portanto é instancia de
uma subférmula de F' e A tem as propriedades desejadas para F'.

Se F' foi obtida pela aplicagao da regra do existencial antecedente, entao F' foi
obtida a partir de uma sentenca G para a qual podemos supor, como hipétese de
indugao, que ha um estoque Ay com as propriedades desejadas. Nesse caso F' é do
tipo =3yAV B e G é do tipo —A,[u]V B, em que u é nome préprio novo que nao ocorre
em F. Como u nao ocorre em JyA, podemos estipular que u é o nome especial para
essa sentenca. Pela observacao 70, podemos estipular também que qualquer outro
nome préprio novo que ocorre em JyA é o nome especial para alguma sentenca, sem
conflito com as sentencas correspondentes aos nomes especiais do estoque finito Ag.
Assim, podemos acrescentar o axioma especial IyA — A, [u| ao estoque Ag, o que
resulta em A. E imediato verificar que F' é consequéncia tautolégica do axioma espe-
cial 3JyA — Ay[u] e de G, portanto de A. Resta mostrar que A possui a propriedade
adicional. De fato, se 3z D é instancia de uma subférmula de = A, [u] V B, entdo 3D
é instancia de uma subférmula de A,[u] ou de B, que, por sua vez, sao instancias
de subférmulas de =3y AV B. Concluimos que todas as sentengas do estoque A que
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estao no estoque Aq satisfazem a propriedade adicional. Essa propriedade também é
satisfeita pelo axioma especial 3yA — A, [u], portanto por todas as sentengas em A.

Se F' foi obtida pela aplicacao da regra do existencial consequente, entao F' foi
obtida a partir de uma sentenca G para a qual podemos supor, como hipétese de
indugao, que ha um estoque Ag com as propriedades desejadas. Nesse caso F' é
do tipo JyA VvV B e G é do tipo Ay[u] V B. Novamente pela observacao 70, pode-
mos estipular que todos os nomes préprios novos que ocorrem em A, [u] sdo nomes
especiais para alguma sentenca, sem conflito com as sentencas correspondentes aos
nomes especiais do estoque finito Ag. Podemos acrescentar a instancia fechada do
axioma da substituigao A,[u] — JyA ao estoque Ag, o que resulta em A. E imediato
verificar que F' é consequéncia tautolégica de G e de A,[u] — JyA, portanto de A.
Resta mostrar que A possui a propriedade adicional. De fato, se dx D é instancia de
uma subférmula de A,[u]V B, entao JxD é instancia de uma subférmula de A,[u] ou
de B, que, por sua vez, sao instancias de subférmulas de dyA vV B. Concluimos que
todas as sentencas do estoque A que estao no estoque Ag satisfazem a propriedade
adicional. Essa propriedade também é satisfeita por A,[u] — JyA, portanto por
todas as sentencas em A. O

72. COROLARIO. Se F' é uma sentenca dedutivel, entdo hd uma deducdo de F
sem ocorréncias de simbolos que nao ocorrem em F.

DEMONSTRAGQAO. Suponha que F' é dedutivel usando simbolos que nao ocorrem
em F'. Pela implicacao direta do teorema fundamental, F' é consequéncia tautoldgica
de um estoque de sentencas A tal que se um simbolo ocorre em um sentenca que
estd em A, entao ele ocorre em F' ou é um nome especial. Agora, pela implicacao
conversa do teorema fundamental, ha uma deducgao de F' sem ocorréncias de simbolos
que nao ocorrem em F. O

73. EXERcICIO. Seja A uma sentenca, em que A é uma férmula aberta. De-
monstre, a partir do teorema fundamental da teoria das deducoes, que dxA é de-
dutivel se e somente se alguma disjuncao de instancias do tipo

ALtV (Azlu] vV (Azv] V...,
em que ¢, u, v, ... S0 nomes nao necessariamente novos, ¢ uma tautologia. Mostre
que Jz(P(z,a) V =P(b,x)) é dedutivel exibindo uma disjunc¢ao de duas instancias
de P(z,a) V =P(b,x) que é uma tautologia, mas observe que se a e b sao distintos,
entdo nenhuma instancia de P(x,a) V —~P(b, z) é uma tautologia.



CAPITULO 4

Incompletude e Indefinibilidade

1. O Teorema do Ponto Fixo e o Teorema de Lob

Suponha que cada uma das férmulas que estamos considerando, a partir de algum
estoque de simbolos, esta associada a um nome proprio, do mesmo estoque, de modo
univoco. Ou seja, assuma que uma nomeacao das férmulas é fixada. Em lingua-
gem natural, por exemplo, associamos um nome proprio a cada frase simplesmente
colocando a frase entre aspas. Através desse expediente, que transforma uma frase
qualquer em um nome proprio de si, podemos fazer mencao as frases. Do mesmo
modo para as formulas. Se A é uma férmula, entdo " A representa seu nome préprio
associado.

Considere  um pronome. Se A é uma férmula, dizemos que a férmula A,[" A7
é a diagonalizacao de A. A diagonalizacao é uma operacao sintatica que se aplica a
qualquer férmula.

74. OBSERVACAO. Nao exigimos qualquer ocorréncia de x em A para formar a
diagonalizagao de A. O pronome z usado na defini¢ao de diagonalizacao é o mesmo
para todas as féormulas A. Como a diagonalizagdo de A é uma férmula, a ela esta
associado um nome préprio representado por " A, [T A7

Seja I' um estoque de férmulas com axiomas da igualdade para um simbolo de
relacao representado por =. Considere z e w pronomes distintos e D uma férmula.
Dizemos que D com z e w representa em ' a operagao de diagonalizacao se e somente
se

Vw(D,[TAT] <> w="TA,[TA7]")
é dedutivel a partir de I', para cada formula A.

75. OBSERVAGAO. Pela eliminacao dos nomes, a diagonalizacao de A é deduti-
vamente equivalente a férmula Jz(x ="A7A A).

76. TEOREMA. [Teorema do ponto fixo]

Sejam I' um estoque de formulas com os axiomas da igualdade e y um pronome
distinto de x. Suponha que hd uma formula D tal que D com x ey representa em I'
a diagonalizacao. Seja C uma formula tal que y ocorre livre em C' e nenhum outro

pronome ocorre livre em C. Entao existe uma sentenca B tal que a equivaléncia
Cy["B7 +» B € dedutivel a partir de I

DEMONSTRAGAO. Uma sentenca com a propriedade enunciada é chamada de
ponto fixo para C'. Vamos encontrar um ponto fixo para C' que é a diagonalizagao de
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uma férmula A, ou seja, vamos buscar uma B do tipo A,["A7|. Para encontrar tal
sentenca procedemos primeiro como se fosse possivel resolver o problema para ver
como seria a solugao. Depois verificamos que uma solugao realmente foi encontrada
desse modo.

Suponha que seja possivel encontrar uma sentenca B tal como requerido. Nesse
caso, Cy["B7] é dedutivamente equivalente a Jy(y = "B A C) pela eliminacao dos
nomes. Estamos supondo que B é do tipo A,["A7]. Logo, Jy(y = "BTAC) é
Jy(y =" A[TATAC). Agora, pela substituigao de equivalentes, podemos substituir
y="A.["A7" por D,[T A7, j& que D com x e y representa a diagonalizacao em T .
Isso resulta na sentenca Jy(D.[" A7 A (), cuja equivaléncia com as anteriores é
dedutivel a partir de I'. Se estipulamos que A é Jy(D A C), entao a sentenga anterior
é a diagonalizacao de A e deve ser a B que procuramos.

Vamos definir B como a diagonalizagao de Jy(D A C) e retroagir os passos acima
para deduzir C,["B7| <+ B a partir de I'. Vamos representar Jy(D A C') por A para
abreviar a escrita. E importante ter em mente que B é A,["A7|. A sequéncia abaixo
mostra uma deducao apropriada. Como usual, escrevemos ao lado da férmula uma
breve explicacao de como ela é obtida na sequéncia. A terceira férmula, por exemplo,
é obtida por substituicao de equivalentes a partir da equivaléncia dada na segunda
férmula.

(1
(2

B < Jy(D,[TAT A C) (definigao de B)
y(D,["A7] <> y =" B7) (representagao da diagonalizacao)
(3) Fy(D,["ATNAC) <> Jy(y ="BT A C) (substituigao)
(4) Jy(y ="BTAC) + C,["B7| (eliminacao dos nomes)
(5) Cy["B7] ¢+ B (consequéncia tautoldgica de 1, 3 e 4)

Portanto B é um ponto fixo para C e a demonstracao esta completa. U

)
)V
) 3
)

Na préxima secao aplicamos o teorema do ponto fixo para demonstrar a indefini-
bilidade das sentencas dedutiveis. Agora, vamos ao Teorema de Lob. Sejam P uma
formula, I' um estoque de formulas e y um pronome distinto de x tais que y ocorre
livte em P e nenhum outro pronome ocorre livre em P. Dizemos que, com a no-
meacao dada, P é uma féormula de dedutibilidade em I' se e somente se as condigoes
abaixo sao satisfeitas para quaisquer formulas A e B.

(1) Se A é dedutivel a partir de I', entao P,[" A7 também o é.
(2) P,FAY — P,["P,["A77] é dedutivel a partir de T
(3) PJTA— BT — (P)["A7] = P,["B7) é dedutivel a partir de I'.
Se a férmula P,["A7| for lida como “A é dedutivel a partir de I, entdo as
condigoes podem ser entendidas assim: (1) Diz que se A é dedutivel a partir de T',

entao “A é dedutivel a partir de I'” também é dedutivel a partir de I'. A condicao
(2) é a formalizagao da condigao (1) como um esquema de sentengas dedutiveis a
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partir de I" e (3) corresponde a regra de modus ponens para P, também formalizada
como um esquema de sentencas dedutiveis a partir I'. Contudo, nao estamos dizendo
que, com a nomeacao dada para as férmulas, P define o predicado metamatematico
de dedutibilidade em I'. Como veremos no teorema de Godel-Tarski, isso nao pode
ocorrer se [' for consistente e representar a diagonalizacao com a nomeacao das
formulas fixada.

77. TEOREMA. [Teorema de Lob]

Sejam T um estoque nas condi¢coes do teorema do ponto fixo e P uma formula de
dedutibilidade em I'. Seja A uma sentenca qualquer. Desse modo, P,[TA7] — A €
dedutivel a partir de I' se e somente se A € dedutivel a partir de T.

DEMONSTRAGAO. Se A é dedutivel a partir de I', entdo P,["A7| — A também ¢é
por consequéncia tautolégica. A parte nao-trivial do teorema é a implicacao direta,
e a conclusao pode ser entendida como afirmando que as intancias da correcao de P
interna a I' que sao afirmadas em I' sdo apenas aquelas correspondentes as sentencas
dedutiveis a partir de T'.

O ponto chave da demonstracao é a consideracao de uma sentenca que pode ser
lida como “se eu sou dedutivel entao A”, ou seja, uma sentenga B tal que

B« (P,["B7] — A) é dedutivel em I'.

O teorema do ponto fixo garante que existe uma sentenca desse tipo. Consideremos
uma tal sentenca, representada por B.

A sentenca B — (P,["B7] — A) é dedutivel a partir de I', pela escolha de B.
Pela condicao (1) sobre P, temos que P,["B — (P,["B] = A)"] também o é, assim
como P,["B7 — P,["P,["B"] — A7 pela condi¢ao (3). Ainda pela condigao (3), a
sentenca

BB = (B[R [TB = B[AT)

é dedutivel. Podemos, usando a condigdo (2) e consequéncia tautoldgica, eliminar
o termo do meio, pois o mesmo ja é implicado pelo antecedente em I'. Portanto, a
sentenca P,["B7| — P,[TA™] é dedutivel a partir de T

A partir da conclusao do pardgrafo anterior e da hipdtese que P,["A7] — A é
dedutivel a partir de I', concluimos, por consequéncia tautolégica, que P["B] — A
também ¢é dedutivel. Agora, por um lado, P,["B™] — A é dedutivamente equivalente
a B, donde B e, pela condigao (1), P,[" B sao dedutiveis a partir de I'. Por outro
lado, B — (P,["B7] — A) também é dedutivel, pela prépria escolha do ponto fixo
B. Como A é consequéncia tautoldgica de B, P)["B7 e B — (P,["B7] — A), temos
que A é dedutivel a partir de T'. O

Os resultados acima enunciados e demonstrados permitem formular de modo
abstrato os famosos teoremas de Godel, como estd mostrado na se¢ao seguinte. Con-
seguimos com isso condigoes bastante gerais para aplicabilidade dos teoremas a partir
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de uma nomeagao das féormulas. E importante ressaltar que a possibilidade de re-
presentar em um estoque I' a operagao de diagonalizacao depende nao apenas de I,
mas também da nomeagao subjacente.

78. EXERCICIO. Sejam x e y pronomes e I' um estoque de férmulas como acima.
Mostre que se D com z e w, pronomes distintos, representa em I' a diagonalizagao,
entao D, ,[z,y] com x e y também representa a diagonalizagao. Portanto, se alguma
formula com dois pronomes quaisquer representa a diagonalizacao, entao alguma
formula com x e y também representa.

2. O Teorema de Godel-Tarski e o Segundo Teorema de Godel

Continuamos com a suposicao que cada formula da vez estd associada a um nome
proprio, representado por " A quando a férmula correspondente é A. Sejam I' um
estoque de formulas, C' uma férmula e y um pronome tais que y é o inico pronome
que ocorre livre em C. Dizemos que C' com y define em I' a dedutibilidade a partir
de T" se e somente se para cada sentenca A, (i) se A é dedutivel a partir de I', entao
Cy[T AT também é dedutivel a partir de I" e (i7) se A nao é dedutivel a partir de I,
entao —Cy["A7] é dedutivel a partir de I. Novamente, a possibilidade de definir em
I' a dedutibilidade a partir de I' depende nao apenas de I', mas também da nomeacao
subjacente.

79. TEOREMA. [Teorema de Godel-Tarski]

Seja I' um estoque de formulas com os axiomas da igualdade. Suponha que hd
uma formula D tal que D com x e y representa em I' a diagonalizacdo. Suponha
ainda que hd uma formula C tal que C' com y define em I' a dedutibilidade a partir
de I'. Entao I € inconsistente, ou seja, qualquer formula € dedutivel a partir de T'.

DEMONSTRAGQAO. A aplicacao do teorema do ponto fixo para a férmula —-C' da
uma sentenca B tal que B <> =C,["B7] é dedutivel a partir de T'.

Suponha que B nao seja dedutivel a partir de I'. Como C' com y define em I' a
dedutibilidade a partir de I', segue que =C,["B7] é dedutivel a partir de I". Mas ha
uma deducao de B «» =C,[" B7] a partir de I, portanto B ¢é dedutivel a partir de I'.

Concluimos que B é dedutivel a partir de I'. Nesse caso =C,["B7] também é.
Como C com y define em I' a dedutibilidade a partir de I' e B ¢é dedutivel, segue
que C,["B7 também é. Portanto, I' é inconsistente ja que qualquer féormula A é
consequéncia tautolégica de Cy[" B e ~C,["B7. O

80. OBSERVAGAO. Mostramos no segundo pardgrafo da demonstragao acima que
se B nao é dedutivel a partir de I', entao B é dedutivel a partir de I". Concluimos
disso que B é dedutivel a partir de I', e segue que I' é inconsistente. O elemento
central dessa demonstracao é a utilizagao do teorema do ponto fixo para, a partir
da suposicao que C' com y define em I' a dedutibilidade a partir de I'; formalizar o
paradoxo do mentiroso como a sentenca B.
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O teorema de Godel-Tarski garante que, para um estoque consistente I', ou a
diagonalizacao nao é representavel com a nomeacao das formulas subjacente ou a
dedutibilidade a partir de I" nao é definivel com a nomeagao subjacente.

Suponha, agora, que nosso estoque I' fornece uma imagem simbdlica da ma-
tematica no sentido que cada enunciado matematico bem formulado corresponde a
uma sentenca de modo que as demonstragoes matematicas, como sucessoes de enun-
ciados, correspondem a dedugoes a partir de I'.

Assuma que a nomeacao das férmulas subjacente, ou seja, a associacao dada de A
com " A7 é calculavel. O enunciado que diz que a diagonalizagao de A é a sentenca
A,["A7] é um enunciado matematico verdadeiro por definicdo. A esse enunciado
corresponde uma sentenca do tipo

Vw(D,[TAT] <> w="A,["A""),
para alguma féormula D apropriada e pronomes z e w. Como I" fornece uma imagem
da matemética como um todo e o nome "A,[" A7 é calculdvel para qualquer A, a
diagonalizacao deve ser calculavel em I', ou seja a sentenca acima deve ser dedutivel
a partir de I'.

Assuma, por um momento, que nossa imagem simbdlica da matematica é mate-
maticamente decidivel, ou seja, que ha um procedimento computacional tal que para
cada sentenca A esse procedimento determina se A é dedutivel. Como a nomeagao
das féormulas subjacente é suposta calculavel, tal procedimento deve poder ser le-
vado a cabo também nessa imagem. Por outra formulacao, deve haver uma férmula
apropriada C' que com y define em I' a dedutibilidade a partir de T'.

Pelo teorema de Godel-Tarski, nossa imagem simbélica da matematica seria in-
consistente. Assumindo que héd uma nomeacao das férmulas calculavel, segue-se a
conclusao que se uma imagem simboélica da matematica ¢ consistente, entao ¢ inde-
cidivel. Segue-se também que se uma imagem simbdlica da matematica é consistente,
entao ha uma sentenca A tal que A nao é dedutivel nessa imagem e = A também nao
¢ dedutivel.

O segundo teorema de Godel reforca a incompletude apresentada como conclusao
do paragrafo anterior e mostra que ha uma obstrugao para demonstragoes de con-
sisténcia. Se I' fornece uma imagem simbdlica da matematica que é consistente e,
com uma nomeacao apropriada das férmulas, representa a diagonalizacao e é tal que
existe uma féormula P que é uma férmula da dedutibilidade em I, entao a sentenca
—P,["L7], em que L é uma contradicao qualquer, nao é dedutivel a partir de I". Ob-
servamos que uma sentenga do tipo = P,[" L7 é o melhor que I' possui para expressar
sua propria consisténcia, lembrando que I' nao define, nesse caso, a dedutibilidade a
partir de si.

81. TEOREMA. [Segundo teorema de Godel]
Sejam I' um estoque de formulas nas condicoes do teorema do Gaodel-Tarski e P
uma formula de dedutibilidade em I'. Seja L uma sentenca do tipo B N —B. Desse

modo, —P,[" L7 € dedutivel a partir de I' se e somente se L € dedutivel a partir
de T'.
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DEMONSTRACAO. Como estamos nas condicoes do teorema de Lob, temos que
P,[" L7 — L é dedutivel a partir de I' se e somente se L é dedutivel a partir de I".

Concluimos a demonstragdo com a observagao que —F,[" L7 e P,[" L7 — L sao
tautologicamente equivalentes. Il

82. EXERCICIO. Assuma que I' fornece uma imagem simbdlica da matemadtica tal
que ha uma regra computacional para listar todas as sentencas dedutiveis a partir
de I'. Apresente um argumento heuristico para concluir que essa imagem ¢é decidivel
no caso em que qualquer sentenca A é tal que A é dedutivel a partir de I" ou = A é
dedutivel a partir de T'.



CAPiTULO 5

Satisfacao de Féormulas em Estruturas

1. Estruturas de Primeira Ordem Enumeraveis

Se S é um estoque de nomes proprios e simbolos de predicado, entao dizemos que
S é uma assinatura. Por interpretagao dos simbolos que estao em uma assinatura
S entendemos uma atribuicao de referéncia para esses simbolos. Uma interpretacao
dos simbolos em S ¢é uma atribuicao de um individuo para cada nome préprio em S
e de uma extensao apropriada para cada simbolo de predicado em S. Se F' é uma
formula cujos nomes préprios e simbolos de predicado estao em S entao dizemos que
F ¢é uma férmula em S, ou simplesmente uma S-férmula. Se uma S-férmula é, em
particular, uma sentenca, dizemos que é uma S-sentenca.

Isso leva a nocao de estrutura para a assinatura S: Dizemos que M é estrutura
para S, ou simplesmente uma S-estrutura, se é uma tripla ordenada cujos termos
sdo um conjunto nao vazio |M|, chamado dominio de individuos da estrutura, uma
funcdo que associa um elemento t* de | M| a cada nome préprio t em S e uma
fungdo que associa um subconjunto P de |[M|" a cada sfmbolo de predicado n-ario
P em S. Sempre que usamos a expressao “S-estrutura” entendemos que S é uma
assinatura.

Dizemos de uma S-estrutura M que ela é enumeravel se e somente se o dominio
de individuos | M| é um conjunto enumeravel, finito ou infinito. Para simplificar,
vamos considerar apenas estruturas enumeraveis, mas essa hipétese é dispensavel.
Os elementos do dominio de individuos sao chamados individuos da estrutura, que,
estamos supondo, sao sempre em quantidade enumeravel. Essa hipotese nunca é
essencial, apenas é usada para simplificar sem corromper o tema exposto.

Nossa primeira tarefa é a de definir a relagao de verdade entre uma sentenca
e uma estrutura. Devemos, para isso, delimitar precisamente o ambito dos termos
assim relacionados. Em principio, é requerido que a relacao de verdade relacione pelo
menos S-estruturas e S-sentencas. Contudo, dada uma S-estrutura M, a restricao
do escopo da verdade em M as S-sentencas é inconveniente. Por isso, consideramos
uma assinatura mais ampla que S para definir a propria relacao de verdade entre
S-estruturas e S-sentencas. Vejamos como, exatamente.

Considere M uma S-estrutura. Agora ampliamos S com exatamente um nome
proprio novo t para cada individuo a do dominio e estendemos a funcao que da a
denotagao dos nomes proprios estipulando que a é denotado por t. Representamos a
assinatura ampliada por S(M) e a denotagao do nome préprio novo ¢ por tM. A rigor,
estamos considerando uma S(M)-estrutura expandida diferente de M, mas nao

63
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vamos utilizar uma notacao especifica para tal expansao naturalmente identificada
com a propria M. Se A é uma sentenga em S(M), dizemos que A é verdadeira em
M., o que é representado por M = A, se e somente se todas as condi¢oes a seguir
sao obtidas:

(1) Se A é atomica, do tipo P(t,u,v,...), em que P é um simbolo de predicado
em S e t, u, v sa30 nomes préprios em S(M), entao (tM, uM, oM, ...) € PM.

(2) Se A é uma negagao, do tipo =B, entdo nao é o caso que M | B.
(3) Se A ¢ uma disjungao, do tipo BV C, entao M = B ou M = C.

(4) Se A é existencial, do tipo 3z B, entao existe um nome préprio ¢ em S(M)
tal que M = B,[t].

Pelo lema da leitura tinica, as clausulas acima definem, sem ambiguidade, se uma
dada sentenca em S(M) é verdadeira em M. Podemos definir, a partir da rela¢ao
de verdade definida acima, a relacao derivada de satisfacao de uma férmula em S
por individuos em M.

Sejam x1, Zo, ... uma lista finita de n pronomes distintos e F' uma féormula em
S tal que se um pronome ocorre livre em F', entao esse pronome esta nessa lista.
Seja (a1, ag, ...) uma sequéncia de n individuos de M, representada por a. Dizemos
que @ satisfaz F' em M, o que representamos por M | F[a], se e somente se
M Fy 2, [t ta, ...], em que ¢y, ta, ... sG0 nomes préprios de a1, as, ... em S(M),
respectivamente. A definigdo de S(M) garante que hé pelo menos um nome préprio
para cada individuo. Do lema preliminar a seguir temos que M = F[a] nao depende
da escolha de nomes préprios para os individuos da lista @.

Uma sequéncia finita de n individuos é também chamada de n-upla de individuos.
Se @ ¢ uma n-upla de individuos e a é um individuo, a n + 1-upla cujo ultimo termo
é a e os n primeiros termos sao os termos de @ é representada por @ "a. A notacao
PM(ay,ay,...) paraa € PM, em que P é um sfmbolo de predicado n-rio, também é
empregada.

83. LEMA. [Lema da extensionalidade dos nomes]

Sejam M uma S-estrutura, x um pronome e A uma formula em S(M) tal que
se algum pronome ocorre livre em A, entdo € x. Sejam t e u momes proprios tais
que tM = uM. Temos que

M = A,lt] se e somente se M = A,lul.

DEMONSTRAGAO. Por inducao na complexidade de A.

Passo base:

Se A é atomica, entao A.[t] é do tipo P(t1,ta,...), e M = A.[t] se e somente se
(Mt ...) € PM. Por outro lado, A,[u] é do tipo P(uy,uy,...), e M = Ag[u] se e

somente se (v, ust, ...) € PM.
Mas as listas tq, to, ... € uq, us, ... sao tais que os termos correspondentes sao

o0 mesmo nome préprio ou sao t e u, respectivamente. Em qualquer caso, o mesmo
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individuo é associado, na estrutura M, aos termos correspondentes, o que significa

que (Mt ..) é igual a (ui!,us!,...). Disso concluimos que

M | A,[t] se e somente se M = A, [u].

Passo indutivo:

Se A é uma negacao, do tipo =B, entdo M |= A,[t] se e somente se ndo é o caso
que M | B.[t]. Por hipétese de indugao, M = B,[t] se e somente se M |= B,[u].
Mas M | A.[u] se e somente se nao é o caso que M | B,[u]. Juntando tudo,
M = A,[t] se e somente se M = A, [u].

Se A é uma disjuncao, do tipo BVC, entdao M = A,[t] se e somente se M = B,[t]
ou M = C,[t]. Por hipétese de inducdo, M |= B,[t] se e somente se M = B,[u] e
M = C,[t] se e somente se M = C,[u]. Mas M = A, [u] se e somente se M | B,[u
ou M | C,[u]. Juntando tudo, M |= A,[t] se e somente se M = A, [ul.

Se A ¢é existencial, do tipo JyB, entao temos que distinguir dois casos. Se = é
y, entao A.[t] é A.[u] que é A, simplesmente, e a equivaléncia vale. Caso contrario,
M = A,[t] se e somente se para algum nome préprio novo v, M = B, [t,v]. Por
hipétese de indugao, M = B, ,[t, v] se e somente se M |= B, ,[u,v]. Mas M = A,[u]
se e somente se para algum nome préprio novo v, é o caso que M = By, [u,v].
Juntando tudo, M = A,[t] se e somente se M = A, [u]. O

84. OBSERVACAO. Demonstracoes por inducao como a do lema acima sao roti-
neiras no estudo de estruturas de primeira ordem.

Se S é um estoque de simbolos e S’ estd contido em S, no sentido que todo
simbolo de S’ estd em S, entao para cada S-estrutura M ha uma S’-estrutura M’
obtida a partir de M pela restricao da interpretacao dos simbolos ao estoque S’. As
estruturas M e M’ possuem o mesmo dominio de individuos e cada simbolo que
ocorre em S’ é interpretado em M’ do mesmo modo que em M. Dizemos que M’ é
o reduto de M para S’.

Se ampliamos S’ com um nome préprio novo para cada individuo de M’, obtemos
S'(M'). Como M e M’ possuem o mesmo dominio, podemos estipular que os nomes
préprios novos em S’ (M) sdo exatamente os nomes préprios novos em S(M). Nessas
condicoes temos o seguinte lema, que é 1util.

85. LEMA. [Lema do reduto]
Sejam M uma S-estrutura e M' uma S’-estrutura tais que M’ é reduto de M.
Seja A uma S'(M')-sentenga. Temos que

M = A se e somente se M’ |= A.

DEMONSTRAGAO. Passo base:

Se A é atomica, entao é do tipo P(ty,ts,...), €

M = A se e somente se (¢, t1,...) € PM.
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Por outro lado, M’ = A se e somente se (&, 31 ..) € PM'.
Como a estrutura M’ é o reduto de M para S', (¢4, 31, ...) éigual a (', 37, ...)
e PM ¢ igual a PM'. Disso concluimos que

M = A se e somente se M’ = A.

Passo indutivo:

Se A é uma negagao, do tipo =B, entdo M |= A se e somente se ndo é o caso que
M = B. Por hipétese de indugao, M = B se e somente se M' = B. Mas M’ = A
se e somente se nao é o caso que M’ = B. Juntando tudo, M |= A se e somente se
M = A

Se A é uma disjuncao, do tipo BV C, entao M = A se e somente se M = B ou
M E C. Por hipétese de indugao,

M = B se e somente se M’ = B e M |= C se e somente se M’ = C.

Mas M’ = A se e somente se M’ = B ou M’ = C. Juntando tudo, M = A se e
somente se M’ = A.

Se A é existencial, do tipo Jdx B, entao
M = A se e somente se para algum nome préprio novo ¢, M | B,[t].

Por hipétese de inducdo, M = B,[t] se e somente se M’ |= B,[t]. Mas M’ = A se
e somente se para algum nome préprio novo t, é o caso que M = B.[t]. Juntando
tudo, M |= A se e somente se M’ = A. O

86. OBSERVACAO. Observamos que a suposicao que nossas estruturas sao enu-
meraveis foi usada, pois, caso contrario, nao haveria nomes préprios novos em quan-
tidade suficiente para formar S(M). Mas isso ocorre apenas porque estipulamos de
inicio que o estoque total de simbolos disponiveis para formar assinaturas é enu-
meravel. A estipulacao inicial é importante para o carater finitdario e algoritmico
da analise desenvolvida nos primeiros quatro capitulos, em que a nocao bésica de
deducao esta associada a um procedimento mecanico de reconhecimento: H& um
algoritmo que determina se uma dada entrada é uma deducao. Cada deducao que
mostramos existir foi apresentada por meio da descricao de um algoritmo que a gera
a partir dos dados relevantes. Esse aspecto nao é predominante no estudo das es-
truturas, por isso é usual adotar uma perspectiva abstrata sobre a linguagem nesse
caso. Contudo, ainda vamos usar essencialmente a enumerabilidade de assinaturas
e estruturas, e as convencgoes adotadas permitem um acesso rapido e simplificado ao
que é central neste estudo da légica de primeira ordem.

A nocao de g-equivaléncia introduzida a seguir é central para a anélise dos pre-
dicados definiveis. Primeiro, vamos definir o posto quantificacional de uma férmula.
Seja A uma férmula. O posto quantificacional de A, representado por rk(A), é defi-
nido, por induc¢ao, como o nimero maximo de quantificagoes encaixadas em A: Se A
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¢ atomica entao rk(A) é zero, se A é =B, entao rk(A) é rk(B), se A é BV C, entao
rk(A) é o maximo entre rk(B) e rk(C)), e se A é JxB, entdo rk(A) é rk(B) + 1.
Sejam S uma assinatura, n e ¢ nimeros naturais. Seja xq, To, ... uma lista finita
de n pronomes distintos. Sejam M e A estruturas para S, e @ e b sequéncias de n
individuos em M e N, respectivamente. Dizemos que o par (M, a) é g-equivalente ao
par (N, b) se e somente se para toda S-férmula F, se 7k(F) < ¢ e nenhum pronome

fora da lista x1, o, ... ocorre livre em F', entao

M = F[a] se e somente se N |= F[b].

87. OBSERVAGCAO. A escolha dos n pronomes z1, x, ... nao é relevante para a
relacdo de g-equivaléncia, apenas o parametro n importa. Ou seja, o par (M,a) é
g-equivalente ao par (A, b) se e somente se para toda S-férmula F tal que 7k(F) < ¢
e nenhum pronome fora da lista y;, yo, ... de n pronomes distintos ocorre livre, temos
que

M |= F[a] se e somente se N |= F[b].

Para uma assinatura S e um nimero natural n, representamos a relacao de ¢-
equivaléncia correspondente por ~,. A classe de equivaléncia do par (M,a) pela
relagdo ~, é representada por [(M,a)],.

88. OBSERVAQAO. Para reduzir a classe de equivaléncia do par (M,a) pela
relagao ~2, a um conjunto, podemos estipular que o dominio de qualquer estrutura
na classe de equivaléncia é subconjunto de |M|. Desse modo, temos apenas uma
quantidade conjunto de dominios possiveis. Como para cada dominio temos apenas
uma quantidade conjunto de S-estruturas com aquele dominio, segue que a classe
[(M,a)], assim restrita é um conjunto.

89. ExERcicIo. Seguindo as condicoes estabelecidas na presente secao, demons-
tre, generalizando o lema da extensionalidade dos nomes, que M = F[a] ndo depende
da escolha de nomes proprios para os individuos da n-upla @. Demonstre também
que a relacao de g-equivaléncia nao depende da escolha dos pronomes distintos xy,
Zo, ..., 8O a quantidade importa.

2. Valores de Primeira Ordem e Tipos

Comecamos estabelecendo nossa notacao: O estoque de pronomes que ocorrem
livres em uma férmula A é denotado por fv(A). Sejam n e ¢ nimeros naturais.
Sejam S uma assinatura, M e N estruturas, e @ e b sequéncias de n individuos
em M e N, respectivamente. Lembramos que o par (M,a) é g-equivalente ao par
(N, b) se para cada féormula F' na assinatura S, tal que fo(F) C {zy,...,2,}, e com
no maximo ¢ quantificagoes encaixadas,

M E F[a] se e somente se N = F[b].
Para uma assinatura S e um nimero natural n, representamos a relacao de ¢-
equivaléncia correspondente por ~,. A classe de equivaléncia do par (M,a), pela
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relacdo =2, € representada por [(M,a)],. Uma tal classe de equivaléncia representa
a minima informacao acerca do par (M, a) suficiente para determinar se M = F/[a]
qualquer que seja a féormula F' como acima. A informacao é minima no sentido que
se uma classe de pares (S-estrutura e n-upla de individuos) contém propriamente
[((M,a)],, entdo existe um par (N,b) nessa classe e uma féormula F que distingue
(M, @) e (N,b), em que F é uma S-férmula com no méximo ¢ quantificacoes encai-
xadas e tal que fu(F) C {zy,...,z,}. Tomando a negacdo de F' se preciso, podemos
assumir que F distingue os pares (M, @) e (N,b) do seguinte modo:
M = Fla) e N [~ F[b).

Isso é consequéncia direta da definigao de [(M,a)],. Por esse motivo dizemos que
[((M,a)], é o valor de primeira ordem de posto ¢ do par (M, a).

Seja K uma classe de S-estruturas. Todas as nocgoes definidas podem ser re-
lativizadas a classe K. Para obter uma nocao relativizada basta considerar apenas
S-estruturas pertencentes a classe K nas condigoes que definem a nogao original. Por
exemplo, para n e ¢ nimeros naturais, podemos restringir a relagao de g-equivaléncia
aos pares ordenados de S-estruturas e n-uplas de individuos em que a S-estrutura
pertence a K. Se M é uma S-estrutura em K e @ é uma n-upla em M, entao a
classe de equivaléncia restrita de (M, a) pela relacao de g-equivaléncia relativizada
sera representada por [(/\/I,E)];{. Trata-se da classe de todos os pares (N, b) tais que
N eKe (N,b) € [(M,a)],

Seja K uma classe de S-estruturas, M uma estrutura em K e @ uma n-upla
em M. O n-tipo de (M, q), relativo a K, é o conjunto {[(M,a@)]¥ : p € w}. Como
dissemos que o valor de primeira ordem de posto ¢ de (M, @) representa a informacao
necessaria (minima) e suficiente sobre (M, @) para determinar se M | F[a] para
uma férmula F' qualquer tal que rk(F) < q e fo(F) C {x1,...,x,}, o n-tipo de
(M, a) representa a soma dessas informagoes para todos os postos quantificacionais.
Ou seja, o n-tipo de (M,a) representa a informacao necessaria e suficiente sobre
(M, @) para determinar se M = F'[a] qualquer que seja F' com fo(F) C {x1,...,x,}.
O corolario demonstrado abaixo torna precisa essa afirmacao.

O conjunto de todos os n-tipos relativos a K é representado por E,,(K), e o n-tipo
de (M, a), relativo a K, é representado por tp¥(M,a).

90. LEMA. [Lema da igualdade de tipos]

Seja K uma classe de S-estruturas. Para todas as estruturas M e N em K, e
todas n-uplas @ em M e b em N, o0s n-tipos tpK(/\/l,d) e tpK(./\/, 5) 8a0 1guais se e
somente se para cada q nimero natural, [(M,a)]X = [(N,b)] K.

DEMONSTRAGAO. Se a condicao vale, entdo a igualdade dos n-tipos tp¥ (M, a)
e tp¥(N,b) é imediata.

Conversamente, assuma que tp¥ (M, @) = tp¥ (N, b). Para cada valor de primeira
ordem [(N,b)]¥ relativo a K, como

(WD) € tr™ (M, @),
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existe um nimero natural p, tal que [(M,a)]% = [(V,b)]K.
Se M’ estd em K e (M',¢) =, (M,ad), entdo, como (M,a) € [(N,b)]K, segue

que “
(M’ 2) € [(V.D)E = (M, ).

Isso significa que [(M,@)]¥ C [(M, ).
Por outro lado, se (M',¢) € [(M,a)]¥, entdo (M',¢) € [(N,b)]¥. Como,
(M,a) € [(NV,b)]K, segue que (M',€) =, (M,a). Disso segue a outra inclusdo,

que [(M,@)]¥ C [(M,a)], e a igualdade
[(M7a)]£{ = [(Nal;)]};{,
vale. U

Fechamos a secdo com o coroldrio abaixo segundo o qual (M, @) e (A, b) possuem
0 mesmo n-tipo se e somente se sao equivalentes do ponto de vista da linguagem da
l6gica de primeira ordem. A comparacao entre pares (M, @) e (N, b), particularmente
a relacao de g-equivaléncia, é retomada no capitulo seguinte.

91. COROLARIO. Seja K uma classe de S-estruturas. Para todas as estruturas
M e N em K, e todas as n-uplas @ em M e b em N, os n-tipos tp¥(M,a) e
tpE(N,b) sdo iguais se e somente se (M, @) e (N,b) satisfazem as mesmas formulas
na assinatura S em que nenhum pronome fora da lista xy, xo, ... de n pronomes
ocorre livre.

DEMONSTRAGAO. E uma consequencia imediata do lema da igualdade de tipos:
Os n-tipos tp¥ (M, @) e tp¥ (N, b) sdo iguais se e somente se (M, @) e (N, b) satisfa-
zem exatamente as mesmas férmulas de posto ¢, para todo natural q. Il

92. EXERCICIO. Sejam n e ¢ nimeros naturais, S uma assinatura finita e K
uma classe de S-estruturas. Mostre que cada valor de primeira ordem [(M,a)]f é
caracterizado por uma tinica descricao de estado 1) em I'’(n, q) (veja a primeira secao
do capitulo seguinte) no sentido que para qualquer estrutura N € K, e qualquer n-
upla b, o par (N, b) € [(M,a)]¥ se e somente se N = ¢[b].

3. Extensoes de Henkin Maximas e a Estrutura Canodnica

Gostariamos de saber se dado um estoque de sentencas ha um estrutura que
satisfaz todas as sentencas dele. Nao ha tal estrutura no caso em que alguma sentencga
e sua negacao estao ambas no estoque, pois nenhuma estrutura satisfaz tanto uma
quanto a outra, mas essa é basicamente a unica condi¢ao que nao pode ser obtida.
Mais precisamente, vamos mostrar que se o estoque é consistente, entao ha uma
estrutura que satisfaz suas sentencas. O método de demonstracao avanca em duas
etapas, primeiro o estoque consistente dado é estendido a um estoque apropriado de
sentencas, depois uma estrutura canonica ¢ extraida a partir do estoque estendido.
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Seja I' um estoque de sentencgas. Dizemos que I' é consistente se e somente se nao
é o caso que todas as formulas podem ser deduzidas a partir de I'. Tal propriedade
equivale a impossibilidade de se deduzir uma contradicao qualquer a partir de I'. Pelo
teorema da conservatividade dos axiomas especiais, o estoque de sentencas obtido
por uma adi¢ao qualquer de axiomas especiais a [' ¢ ainda consistente. Em particular,
o estoque A obtido pela reuniao de I' com todos os axiomas especiais para nomes
especiais de nivel 0, todos os axiomas especiais para nomes especiais de nivel 1, todos
os axiomas especiais para nomes especiais de nivel 2, etc, é consistente.

Considere a lista enumerada A;, Ay, Az, ... constituida por todas as sentencas
na assinatura estendida com todos os nomes especiais de todos os niveis. Seja S
tal assinatura. Considere a sequéncia Ag = A, Ay, Ay, Ag, ... caracterizada pela
recursao determinada por (i) se A, U A, 1 é consistente, entao A, 1 = A, UA, 4 e
(11) se A, U A, 11 € inconsistente, entdo A, 1 = A,. Seja IV a reunido de todos os
termos dessa sequéncia, ou seja, a reuniao de Ay com A, As, As, etc. O estoque
[ assim determinado é uma extensao consistente de A, portanto de I', e é negacao-
completo no sentido que para cada sentenga A em S (na assinatura estendida) ou A
estd em IV ou —A estd em I, Dizemos que IV é uma extensao de Henkin maxima de
r.

H4 uma S-estrutura M canonicamente associada a IV. Tomamos como dominio
de individuos de M o conjunto dos nomes préprios da linguagem de I"V. Segue que o
dominio de M ¢ infinito e enumeravel. A interpretacao dos nomes proprios é direta:
Se t 6 um nome préprio em S, entdo t™ = t. Se P é um simbolo de predicado
n-ario em S e (t,u,v,...) é uma sequéncia de n individuos, entdo estipulamos que
(t,u,v,...) € PM se e somente se a férmula atomica P(t,u,v,...) estd em I". E
importante nao perder de vista que, pela definicao do dominio de M, os nomes
préprios t, u, v, ... ora desempenham o papel de individuos, ora desempenham
o papel de simbolos nessa interpretacao. Dizemos que M é a estrutura canonica
associada a I".

A construcao de M acima requer apenas a ocorréncia de um nome préprio em
S. Nenhuma propriedade relevante de I é requerida, é apenas necessario que pelo
menos um nome proprio ocorra em I para evitar que o dominio de M seja vazio.
Contudo, para demonstrar o lema abaixo usamos que o estoque I” é consistente,
negagao-completo e contém a totalidade dos axiomas especiais.

Temos aqui a formulacao de um procedimento bésico segundo o qual uma estru-
tura que satisfaz todas as sentencas de um dado estoque é extraida canonicamente
a partir desse mesmo estoque de sentencas desde que ele seja consistente e sufici-
entemente informativo. Como veremos na demonstragao a seguir, o estoque I7 é
suficientemente informativo nesta apresentacao no sentido que (i) se uma sentenga
na assinatura estendida nao estd em I, entdo sua negagao estd, (ii) se uma dis-
juncao estd em I, entdao pelo menos uma de suas componentes também estd e (ii7)
se uma sentenga existencial esta em I, entao alguma instancia fechada do seu escopo
também esta.
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93. LEMA. [Lema da estrutura canonical

Sejam I' um estoque consistente de férmulas, I'" uma extensao de Henkin mdzima
de ', S a assinatura estendida com 0s nomes proprios especiais de todos os niveis
e M a estrutura canonica associada a I''. Para cada sentenca A em S, temos que
M E A se e somente se A estd em T”.

DEMONSTRAGAO. O lema é demonstrado por indugao na complexidade de A.

Passo base:

Se A é uma sentenca atomica em S, entao A é da forma P(t,u,v,...). Nesse caso,
M = A se e somente se (tM, uM oM ) € PM,

m =t u" =u, v =v nform ipulam n a nom
Como tM = t, uM , oM , etc, conforme estipulamos a denotagao dos nomes
proprios na estrutura canodnica, temos

M = A se e somente se (t,u,v,...) € PM.

Pela definicao da estrutura canodnica, (t,u,v,...) € PM se e somente se P(t,u,v,...)
estd em I”, e o passo base estd demonstrado.

Passo indutivo:
Se A é B, entao
M |= A se e somente se nao é o caso que M = B.
Por hipétese de inducdo, M = B se e somente se B € [". Portanto,
M |= A se e somente se B ¢ I,

Como I é negacao-completo, B ¢ I” se e somente se =B € I”, de onde concluimos
que M = A se e somente se A € I".
Se A é BV C, entao

M = A se e somente se M = B ou M = C.

Por hipétese de indugao, M |= B se e somente se B € I” e, similarmente, M = C
se e somente se C' € [V. Portanto,

M | A se esomente se BeI" ouC el

Como I é negagao-completo, BV C' ¢ I se e somente se =(B Vv C) € I". Contudo,
pela consisténcia e negacao-completude de I, temos que

—~(BVC(C) el seesomentese B¢I"eC¢T".

Além disso, B € IV ou C € I"” se e somente se nao é o caso que B ¢ [V e C ¢ IT".
Concluimos que M = A se e somente se BV C € I, ou seja, que M = A se e
somente se A € .

Se A é dxB, entao

M E A se e somente se M |= B,[t], para algum nome préprio novo t em S(M).



4. O TEOREMA DA COMPLETUDE 72

Qualquer nome préprio em S(M) denota um individuo do dominio. No caso da
estrutura canonica M, o dominio é o conjunto dos nomes préprios em S. Se t é
um nome préprio novo em S(M), entao t™ = u, para algum nome préprio u em
S. Pela definicao de M, se v é um nome préprio em S, entdo u™ = u e, pelo
lema da extensionalidade dos nomes, se t™ = u™, entdo M |= B,[t] se e somente
se M | B,[u]. Concluimos que M | B,[t], para algum nome préprio novo ¢ em
S(M) se e somente se M |= B,[u], para algum nome préprio u em S.
Por hipdtese de indugao, para qualquer nome proprio v em S,

M = B, [u] se e somente se B [u] € T".

Vamos mostrar que B,[u] € I" para algum nome préprio u em S se e somente se
JxB e 1.

Por um lado, suponhamos que B, [u] € I para algum nome préprio v em S. Pela
consisténcia de I, nao é o caso que —=dxB € I". Mas, pela negacao-completude de
IV, se =3xB ¢ 1", entdao JxB € I". Por outro lado, suponhamos que J3zB € I". Se
u é o nome especial associado a Iz B, entao o axioma especial 3xB — B, [u] estd na
extensdao de Henkin maxima I'". Disso segue, pela consisténcia de TV, que =B, [u] ¢ T".
Da negagao-completude de I resulta que B,[u] € TV para o nome préprio especial u
em S, o que conclui a demonstracao do caso existencial. O

Como consequéncia imediata do lema acima, a estrutura canonica M associada a
I satisfaz todas as sentencas que estao em IV. Em particular, temos uma estrutura
M que satisfaz todas as sentencas que estao em I'. Se queremos uma estrutura
na assinatura associada a I', e nao na assinatura estendida com nomes especiais
S, podemos, pelo lema do reduto, considerar o reduto de M para tal assinatura.
A conclusao relevante é que para qualquer estoque consistente de sentencas, existe
uma estrutura que satisfaz todas as suas sentencas. Isso serd utilizado na proxima
secao para demonstrar o teorema da completude e apresentar outra caracterizagao
das sentencas dedutiveis.

94. Exercicio. Considere a notagao estabelecida nos primeiros pardgrafos desta
secao. Demonstre que os estoques A e IV sdo ambos consistentes. Demonstre ainda
que o estoque I é negacao-completo.

4. O Teorema da Completude

Se I' é um estoque de S-sentencas e M é uma S-estrutura, dizemos que M é
modelo de I" se e somente se M = A, para toda sentenga A em I". Consideramos que
uma assinatura S esta implicitamente estipulada no que segue, e todas as férmulas
e estruturas mencionadas nesta secao sao S-formulas e S-estruturas. Pela secao
anterior, se I' é consistente, entao existe um modelo de I', ou, de modo abreviado,
I' tem modelo. De fato, sabemos que nesse caso I' admite uma extensao de Henkin
maxima, e a estrutura canonica associada a qualquer extensao de Henkin méaxima
de I' é um modelo dessa mesma extensao, portanto também de I'.
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Considere A um estoque de sentencas e A uma sentenca. Se todo modelo M
de A é tal que M | A, entdo nenhuma estrutura é ao mesmo tempo modelo de A
e de mA. Seja I' o estoque de sentencas obtido a partir de A pela adicao de —A.
Reformulando o que acabamos de afirmar, I' nao tem modelo. Pelo que foi mostrado
acima, I" é inconsistente. Contudo, se I' é inconsistente, entao A, e qualquer outra
sentenca, é dedutivel a partir de I'. Pelo teorema da deducao, =A — A é dedutivel a
partir de A. Mas A é consequéncia tautoldgica de =A — A, pois (-A — A) — A é
uma tautologia. Portanto A é dedutivel a partir de A. Isso demonstra o importante
resultado a seguir, devido a Gaédel.

95. TEOREMA. [Teorema da completude]
Sejam A um estoque de sentencas e A uma sentenca. Se todo modelo M de A €
tal que M = A, entdao A € dedutivel a partir de A.

Vamos demonstrar também a implicagao conversa. Juntas, implicacao direta e
conversa fornecem uma caracterizagao das sentencas dedutiveis a partir de A: Sao
exatamente as sentencas A para as quais M | A qualquer que seja M modelo de

A.

96. TEOREMA. [Teorema da corregaol

Sejam A um estoque de sentencas e A uma formula. Se A € dedutivel a partir de
A e M é modelo de A, entao para cada instancia fechada A" de A em S(M), temos
que M = A'.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que hd uma deducao de A a partir de A e que
M é modelo de A. Vamos demonstrar, por inducao no comprimento da dedugao,
que M = A’| qualquer que seja a instancia fechada A" em S(M).

Passo base:

Se A é um axioma da substitui¢ao, entao A’ é da forma B,[t] — JzB. Como A’
é uma sentenga, ou ¢ é um nome préprio em S(M) ou x nao ocorre livre em B. No
primeiro caso, se M = B,[t], entao existe um nome préprio, ¢ ele mesmo, em S(M)
tal que M | B,[t]. No segundo caso ¢t nao precisaria ser um nome préprio, mas
qualquer instancia de B é, agora, simplesmente a prépria sentenca B, e

se M = B,[t], entao M = B,[ul,
em que u é um nome préprio qualquer em S(M), pois B,[u] é B e B,[t] também é
B. Em qualquer caso,
se M |= B,[t], entdo existe um nome préprio v em S(M) tal que M | B,[v],

e M = JzB. Ou seja, M = B,[t] — JzB.

Se A esta no estoque A, entdao A é uma sentenca e qualquer instancia de A é
simplesmente A. Nesse caso, M = A pela hipétese que M é modelo de A. Isso
encerra a demonstracao do passo base.

Passo indutivo:
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Se A é consequéncia tautologica de By, Bs, ..., formulas anteriores na deducao,
entdo, pela observacao feita na primeira secao do capitulo 2, A’ é consequéncia tau-
tolégica de instancias fechadas apropriadas Bj, Bj), ..., obtidas pela substituicao

uniforme de pronomes. Sabemos que
ME B, ME B, ..,

por hipdtese de indugao. Se estipulamos que uma sentenca C' em S(M) é verdadeira
se e somente se M = (', entao essa estipulacao satisfaz as regras usuais para a
determinacao do valor de verdade de negagoes e disjuncoes. Além disso, de acordo
com tal estipulagao, B}, Bj, ... sao todas verdadeiras. Disso segue, pela defini¢ao de
consequéncia tautolégica, que A’ é verdadeira, ou seja, M = A'.

Suponhamos que A é dxB — (), e é obtida pela aplicacao da introducao do
existencial em B — C', em que x nao ocorre livre em C. Nesse caso, A’ é da forma
Jdx B’ — " e, por hipétese de inducao, sabemos que

M E BL[t] — C', qualquer que seja t nome préprio em S(M).
Suponhamos que M |= JzB’. Entao
M | B.|u] para algum nome préprio u em S(M).

Como, pela hipétese de indugao, M |= Bl|ju] — C', de M = B.[u] segue-se que
MEC. O

Vamos extrair dos resultados acima a mais importante condicao necessaria e
suficiente para a existéncia de modelos, enunciada a seguir.

97. TEOREMA. [Teorema da compacidade]
Se I' é um estoque de sentencas, entao I tem modelo se e somente se toda parte
finita de T' tem modelo

DEMONSTRACAO. Suponha que I' tem modelo, e seja M modelo de I". Como M
satisfaz todas as sentencas de I', segue que M é também modelo de qualquer parte
de T

A implicacao conversa é demonstrada pela contrapositiva. Ja vimos que se I' nao
tem modelo, entao I' é inconsistente. Mas I' é inconsistente se e somente se uma
sentenca do tipo A A A é dedutivel a partir de I'. Se =A A A é dedutivel a partir de
I', entao é dedutivel a partir de alguma parte finita apropriada de I' que, portanto,
também ¢ inconsistente. Concluimos que se I' nao tem modelo, entao alguma parte
finita sua € inconsistente e, como consequéncia, nao tem modelo também. O

98. EXERCICIO. Seja I’ um estoque de sentencas. Use o teorema da correcao para
mostrar que se ha um modelo M de I', entao I' é consistente.



CAPiTULO 6

Teoria Geral das Definigoes

1. O Teorema de Fraissé

Nosso primeiro objetivo é entender as relagoes de g-equivaléncia no caso em
que S é uma assinatura finita. Queremos entender que conexao direta ha en-
tre pares g-equivalentes, sem passar pela satisfacao de féormulas complexas. Desse
modo, ganhariamos entendimento sobre a condi¢ao imposta a duas estruturas pela
g-equivaléncia. Ou seja, estamos interessados em analisar de que modo e em que
medida duas estruturas g-equivalentes sao similares. Isso pode ser feito por meio das
relacoes de g-isomorfia parcial.

Lembramos que fv(A) denota o estoque de pronomes livres de A: Se A é atomica
entdo A é da forma P(t1,1s,...) e fu(A) é o estoque dos pronomes dentre os nomes
t1, to, ...; s¢ A é =B entao fv(A) é o estoque fu(B);se Aé BV C entao fu(A) é a
reuniao dos estoques fv(B) e fv(C); se A é JxB entao fu(A) é obtido a partir do
estoque fv(B) pela exclusao do pronome z.

Seja S uma assinatura dada. Consideramos que todas as estruturas e férmulas
a seguir sao S-estruturas e S-féormulas. Se M e N sao estruturas, dizemos que r é
uma relacio de g-isomorfia parcial entre (M, @) e (N,b) se ¢ é um niimero natural,
@ e b sdo sequéncias finitas de individuos em M e N, respectivamente, de mesmo
comprimento, r é uma relagdo bindria, dom(r) é um subconjunto finito do dominio

de M, range(r) é um subconjunto finito do domfnio de N, os termos a;, as, ... da
n-upla @ estdo no dom(r), os termos by, by, ... da n-upla b estdo no range(r), os
pares (a1, b1), (az,bs), ... estdo na relacao r e

(1) ¢ = 0ese F é uma férmula atomica tal que fu(F) C {x1,..., 2}, e as k-uplas
(ay,al,...) e (b, b5, ...) de termos no dom(r) e no range(r), respectivamente,
sao tais que (a}, b)), (ah,b,), ... estdo na relagdo r, entao

M = Fl(ay, a5, ...)] sse N = F(0y, 05, -..)],
ou

(2) ¢ > 0 e vale a condicao de back-and-forth:

(a) (Forth) Para todo a no dominio de M existe um b no dominio de N e
uma extensao 7 de r tal que 7 é uma relacao de (¢ — 1)-isomorfia parcial
entre (M,a"a) e (N,b°D).

(b) (Back) Para todo b no dominio de N existe um a no dominio de M e
uma extensao 7 de r tal que 7 é uma relacao de (¢ — 1)-isomorfia parcial

entre (M,a"a) e (N,b°b).

75
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Esse predicado entre 7, g, @ e b é definido acima por inducao em ¢, com M e N
como parametros.

99. OBSERVACAO. Suponha que r é uma relagao de g-isomorfia parcial entre os
pares (M, @) e (N, b), em que @ e b sdo n-uplas. Verifica-se, por inducdo em ¢, que se
k é um nimero natural e o : {1, ...k} — {1,...,n} é uma fungao, entdo r é também
uma relagao de g-isomorfia parcial entre (M, (ao(1), Go(2); ---)) € (N, (bo1), bo(2), ---))-
Além disso, qualquer restricao de r que contenha os pares (Go(1), bo(1))s (Go(2); bo(2))

. € também uma relacao de g-isomorfia parcial entre

(M, (CLU(l), CLU(2)7 )) [§ (N, (bg(l), bg(g), ))
Em particular, a relacao {(a1,b1), ..., (an, b,)} é uma relacao de g-isomorfia parcial
entre os pares (M, a) e (N, b), e a relagao vazia é uma relagao de g-isomorfia parcial

entre (M, 0) e (N, 0).

100. OBSERVACAO. Verifica-se, por indugao em ¢, que para cada nimero natural
q, se r é uma relacdo de (g4 1)-isomorfia parcial entre os pares (M, @) e (N, b), entdo
r é uma relagao de g-isomorfia parcial entre os pares (M, a) e (N, 5). Portanto, se r
é uma relacdo de g-isomorfia parcial entre os pares (M,a@) e (N,b), e p < g, entdo r
é uma relacdo de p-isomorfia parcial entre os pares (M, a) e (N, b).

Dizemos que dois pares (M, @) e (N, b), em que M e N sdo S-estruturas, estdo em
uma relacao de g-isomorfia parcial se existe r tal que r é uma relacao de g-isomorfia
parcial entre (M, @) e (N, b).

Vamos apresentar em seguida a caracterizacao puramente estrutural da relacao
~,, conhecida por Teorema de Fraissé: Dois pares (M,a) e (N,b), em que M e
N sao S-estruturas, S uma assinatura finita, estdo em uma relacio de g-isomorfia
parcial se e somente se (M, @) ~, (N,b). A primeira parte desse resultado, ou seja,
a implicagao direta, vale mesmo que S nao seja finita.

101. TEOREMA. [Teorema de Fraissé, primeira parte]

Se (M,a) e (N,b), em que M e N sdo estruturas, e @ e b sio n-uplas de
individuos em M e N, respectivamente, estao em uma relacao de q-isomorfia parcial,
entdo para toda formula F tal que rk(F) < q e fu(F) C {xy,...,z,},

M = F[a] se e somente se N |= F[b].

DEMONSTRAGAO. Suponha que r é uma relagdo de g-isomorfia parcial entre
(M,a@) e (N,b), em que M e N sdo estruturas, e @ e b sdo n-uplas. Vamos provar a
tese do teorema por inducao na complexidade das férmulas.

Seja F' atomica tal que fu(F) C {z1,...,x,}. Como r é uma rela¢ao de g-isomorfia
parcial entre (M,a) e (N,b), temos que r é também uma relacio de O-isomorfia
parcial entre (M, @) e (N,b). Pela definicio de relacio de 0-isomorfia parcial,

M = F[a] se e somente se N = F[b].

Se F'é =G, ou GV H, a tese segue diretamente da hipdtese de indugao. Precisamos
provar apenas o caso em que F' é 3z, 1G, tal que rk(F) < qe fo(F) C {zy,...,z,}.
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Nesse caso, rk(F) > 0, e concluimos que ¢ > 0. Portanto, r é uma relagao de
g-isomorfia parcial entre (M, @) e (N, b), com ¢ > 0.

Suponha que M |= Fa]. Por definigao, para algum a em M, temos que M =
Gla"a]. Como r satisfaz a condigao de forth, existe b em N e uma extensdo 7 de r
que é uma relacio de (q — 1)-isomorfia parcial entre (M,a"a) e (N, b"b).

Por hipétese de inducio, como 7k(G) < ¢, temos que N = G[bb]. Por definicdo,
N |= F[b].

Conversamente, se N = F[b], entdo, para algum b no dominio, N' = G[b b).
Como r satisfaz a condicao de back, existe a em M e uma extensao 7 de r que é uma
relacao de (¢ — 1)-isomorfia parcial entre (M, @ a) e (N,b"b).

Por hipétese de indugao, como rk(G) < ¢, temos que M | G[a a]. Disso segue
que M = Flal. O

A partir de agora assumimos que S é uma assinatura finita. Vamos introduzir
algumas notagOes especiais para construir S-férmulas importantes chamadas des-
crigoes de estado. Omitiremos parénteses na definicao de descrigao de estado, pois
os mesmos nao desempenham papel relevante nesse caso. As letras ¢, ¢ e 1, com
indices numéricos, sao usadas para representar formulas apropriadas. Quando uma
lista de pronomes x1, xs, ... € usada, assumimos que sao todos distintos.

Definimos, por inducao em ¢, uma familia de conjuntos (I'°(n,q)),e., € uma
familia auxiliar (Cy,,)new-

Se ¢ = 0, considere o conjunto finito

CO,n - {qbl, ,qu}

de todas as formulas atomicas, na assinatura S, tais que fv(¢;) C {z1,...,z,}, para
cadai € {1,...,m}. SejaT'*(n,0) o conjunto de todas as descri¢oes de estado baseadas
no conjunto Cj ,, ou seja, ['*(n,0) é o conjunto finito de todas as conjungoes da forma

G A o A
em que ¢f é ¢; ou ¢, para cada i € {1,...,m}.
Se ¢ > 0, entdo o conjunto I'*(n, ¢) é obtido a partir do conjunto finito
Mn+1,g—1)={e1,...,0}
do seguinte modo: I'(n, q) é o conjunto de todas as descricdes de estado baseadas
no conjunto
Cq,n == {3$n+19017 ceey Elxn+1901}7

ou seja, I'*(n, q) é o conjunto finito de todas as conjuncoes da forma

(3$n+1901)* NN <E|$n+1(,0l)*,

em que (Jz,119:)* é Fr,190; ou =3I, 41, para cada i € {1,...,(}.

As descrigoes de estado 1) em I'%(n, ¢) generalizam as férmulas caracteristicas das
linhas de uma tabela de verdade. Por exemplo, se temos apenas um simbolo P de
propriedade em S, entdo uma ¢ em I'°(1,0) é P(x;) ou =P(z;), correspondendo as
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formulas caracteristicas das duas linhas da tabela de verdade para um simbolo pro-
posicional, P(x1). As quatro sentengas em I'*(0, 1) sao como férmulas caracteristicas
de uma tabela de verdade para dois simbolos proposicionais, Jz1 P(x;) e 3x;-P(z1):

Az, P(z1) A 3z —P(x1)
1 P(z1) A =321-P(24)
=3z, P(x1) A 31— P(21)

=3z P(x1) A =321 P(21)

Veremos agora que se uma descricao de estado é satisfeita por uma n-upla de
individuos @ em uma S-estrutura M, entao ela caracteriza a classe de equivaléncia

(M, @)l

102. OBSERVAGAO. Os conjuntos na familia (I'¥(n, q)), 4c 530 finitos, e as car-

dinalidades desses conjuntos satisfazem a seguinte recursao:
TG, + 1)] = 2020,

Os pronomes que ocorrem livres nas férmulas em I'(n, q) pertencem a {z1, ..., 7, },
e 0 seu posto quantificacional é exatamente g. Nenhum pronome em uma férmula
em I'*(n, q) ocorre tanto livre quanto ligado. A disjuncao das férmulas em I'*(n, q)
¢ uma tautologia, e duas a duas sao contrarias. Portanto, dados n e ¢ nimeros
naturais, para todo par (M,a), em que M é uma S-estrutura e @ é uma n-upla em
M, existe uma tinica férmula 1) em I'¥(n, ) tal que M |= v la).

103. TEOREMA. [Teorema de Fraissé, segunda parte]

Sejam M e N duas S-estruturas, e @ e b duas n-uplas, em M e em N, respec-
tivamente. Se para toda formula F tal que rk(F) < q e fo(F) C{zy,....,xn},

M = F[a] se e somente se N = FIb],

entio (M,a) e (N,b) estdo em uma relagio de q-isomorfia parcial.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar, por indugao em ¢, que dados g e n nimeros
naturais, M e N duas S-estruturas, e @ e b duas n-uplas em M e em N, se existe
uma férmula 1) em I'¥(n, ¢) tal que

M = ylal e N = [b],
entdo r = {(ay,b1), ..., (an,b,)} é uma relacdo de g-isomorfia parcial entre (M, a)
e (N, 5), donde cada férmula em I'(n,q) que é satisfeita por alguma n-upla de
individuos em alguma estrutura de fato desempenha o papel de descrigao de estado e
caracteriza a classe de g-equivaléncia correspondente. Como a disjuncao das férmulas
em I'’(n,q) é uma tautologia, e duas a duas sdo contrarias, a hipétese que existe
uma férmula 1) em I'’(n, ¢) tal que

M EYa e N = [D),

é equivalente & hipétese que para toda férmula ) em I'¥(n, ¢) vale que
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M E ¢[a] se e somente se N |= 9[b].

q = 0: Suponha que existe uma férmula ) em I'(n, 0) tal que

(1) M E¢la) e N | [b].
Como 9 estd em I'(n,0), cada uma das férmulas atémicas com pronomes na lista
x1, ..., T, ocorre afirmada ou negada em 1. Desse modo, a condi¢ao (1) implica que

se [’ é uma férmula atomica tal que fo(F) C {z1,...,zx}, e as k-uplas (a},d),...) e
(b}, b5, ...) de termos no dom(r) e no range(r), respectivamente, sdo tais que (a}, b)),
(ah, bly), ... estdo na relagao r, entao

M E F|(da},dh, ...)] se e somente se N = F[(b],0),...)].

De fato, suponha que o par (a}, b) estd na relacao r, para cada i € {1,...,k}, ou

1) 71

seja, que {(ay,b)), ..., (ak,0,)} € {(a1,b1), ..., (an,bn)}. Seja
o: {1, k}—={1,...,n}
uma funcao tal que (a}, b)) = (ao(), bo(i)), Para cada i € {1,...,k}. Agora,
M = Fl(a}, ab, ...)] é o mesmo que M |= F(as1), o), ---)]
e
(2) M= Fl(asq), o), ---)] se e somente se M |= F, o, [Z1), To2), -] [@].
Como Fy, 4, [To(1); To(2) ---] € uma férmula atomica tal que

fU(le,zg,...[xU(l)a xa(Z); ]) g {xh sy xn}a

ela ocorre afirmada ou negada em . Como M [ ¢[a] se e somente se N |= [b],
temos que

(3) ME Fya,. [2o0), Zow), -] [a] se e somente se N |= Fy, 4, [To(1), To(2), -] [B]-

Além disso,
N | F[(b), b, ...)] é o mesmo que N = F[(by), bo2)s ---)]

e

(4) N | F[(bs1), bo(2), ---)] se e somente se N |= Fy, o, [To(1), To(2), ---][b]-
De (2), (3) e (4), segue que
M = Fl(dy, ab, ...)] se e somente se N = F[(b), b, ...)].

q > 0: Suponha que existe uma férmula 1 em I'¥(n, ¢) tal que

(5) A= ¢la] e B = v[b].

Vamos provar que r satisfaz a condi¢ao de back-and-forth. Se a é um individuo
de M, entdo existe uma tnica férmula ¢ em I'9(n + 1,q — 1) tal que M |= ¢[a al.
Portanto,

M ): E|$n+1¢[a] )
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de onde conclufmos que a férmula 3z, 1¢ ocorre afirmada em . Como N | ¥[b],
segue que

N ): Ell’n+1¢[b},
e existe um individuo b de N tal que N |= ¢[b"b]. Por hipétese de inducdo, a relagio

= {(alﬁ b1)> SAS) (anv bn)a (anJrlv anrl)}

T

é uma relagdo de (¢ — 1)-isomorfia parcial entre (M, @ a) e (N,b"b), e r satisfaz a
condicao de forth.

Conversamente, se b ¢ um individuo de N, entao existe uma tinica férmula ¢ em
(n+1,q— 1) tal que N |= ¢[b"b]. Portanto,

N | 3wn 11000,

de onde concluimos que a férmula 3z,,,1¢ ocorre afirmada em . Como M = 9al,
segue que

M ): Elxn+1¢[a] )

e existe um individuo a de M tal que M = ¢[a "a]. Por hipétese de indugdo, a
relacao

- {(ah bl)? ceey (am bn)v (an-l-la bn—l-l)}

T
é uma relacdo de (¢ — 1)-isomorfia parcial entre (M,a"a) e (N,b"b), e r satisfaz a
condicao de back. [l

104. EXERcic1o. Demonstre, por inducao em ¢, que se k é um numero natural
eo:{l,...k} — {1,..,n} é uma funcdo, entdo r é também uma relacao de ¢-
isomorfia parcial entre (M, (ay(1), Go(2),-..)) € (N, (bs(1), bo(2),-..)). Demonstre que
TS(n,q + 1)| = 2I%(n+1.9)| - Demonstre também que a disjuncio das férmulas em
I'¥(n, q) é uma tautologia, e que quaisquer duas dessas férmulas sdo contrarias.

2. Caracterizagao dos Predicados Definiveis

Apresentamos uma importante caracterizacao devida a Fraissé dos predicados
definidos por féormulas, relativamente a uma classe de estruturas. Se S é uma assina-
tura finita contendo simbolos de predicado de aridade maior que zero, K é uma classe
de S-estruturas e n é um numero maior que zero, dizemos que @ é um predicado
n-ario com argumento em K (predicado n-ario, de modo abreviado) se @Q atribui,
para cada S-estrutura M que estd em K, um subconjunto do conjunto de todas as
n-uplas de individuos de M.

Denotamos por Q™ o conjunto associado a M por Q. Dizemos que Q é definfvel
se e somente se existe uma férmula F' na assinatura S tal que fu(F) C {z1,...,2,},
e para cada S-estrutura M que esta em K e cada n-upla @ de individuos de M,

a € QM se e somente se M = F[a].
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Dizemos nesse caso que F' com x1, o, ... define em K o predicado n-ario Q. A
escolha da lista de pronomes x1, o, ... nao é relevante, apenas o comprimento da
lista de pronomes em F' o é.

Um predicado n-ario QQ, com argumento em K, é preservado por g-equivaléncia
se e somente se para todas estruturas M e A que estdo em K, todas n-uplas @ e b
de individuos de M e N, respectivamente,

Se (M, @) =, (N,D), entdo @ € QM se e somente se b € QY

105. TEOREMA. [Teorema fundamental da teoria das definigoes]

Um predicado n-drio Q € definivel se e somente se existe um numero natural q
tal que Q € preservado por q-equivaléncia. Além disso, se q € um niumero natural,
entao um predicado n-drio Q € definido por uma formula F tal que rk(F) = q e
fo(F) C{xy,...,x,} se e somente se Q € preservado por q-equivaléncia.

DEMONSTRAGAO. Basta demonstrar a segunda afirmacao. Assuma que Q é pre-
servado por g-equivaléncia, para algum niimero ¢. Como n > 0 o conjunto I'*(n, q)
nao é vazio. Considere o conjunto

{¢ € T¥(n,q) : Existe um par (M,a) tal que M € K, M = fal ea € QM}.

Vamos representar esse conjunto finito por AY(Q). Se AY(Q) é vazio, entdao Q
é trivialmente definido por qualquer férmula contraditéria da assinatura S. Caso
contrario, o predicado n-ario Q ¢ definido pela disjuncdo das férmulas em A?(Q),
que é uma férmula F' de posto quantificacional ¢ e tal que fv(F) C {z1,...,z,}.
Vamos verificar que para cada estrutura M € K e cada n-upla @ em M, temos que
M |= F[a] se e somente se a € QM.

Primeiro, vamos verificar a implicacao direta. Para cada estrutura M € K e
cada n-upla @ em M, se M |= Fla], entao para alguma ¢ € A%(Q),

M = ¢lal.
Entretanto, como 1 € AY(Q), existe um par (N, b), com N € K, tal que
N EyblebeQV.
Como M = ¢[a) e N = ¢[b], segue, pelo teorema de Fraissé, que
(M,a) =, (N, D).

Portanto, @ € Q™, pois Q é preservado por g-equivaléncia e b € QV.

Por outro lado, para cada estrutura M € K e cada n-upla @ em M, temos
que M |= [a] para uma, e apenas uma, descricao de estado ¥ € I'°(n,q). Se
@ e QM entao i € A? (Q). Consequentemente, pela defini¢ao da férmula F', temos
que M = F[a], e a implicagao conversa estd verificada.

Agora, assuma que Q é definido por uma férmula F' de posto quantificacional g,
para algum nimero q. Se (M,a) ~, (N,b), com M e N estruturas em K, entdo,
como o posto quantificacional de F' é q,
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M = Fa) se e somente se N |= F[b].
O que significa que @ € QM se e somente se b € QN , e Q é preservado por
g-equivaléncia. O

Como apenas uma quantidade finita de simbolos pode ocorrer em uma férmula,
a condicao de finitude de S nao é uma restricao importante para a definibilidade.
De fato, considere S uma assinatura nao necessariamente finita, K uma classe de
S-estruturas e n um nimero maior que zero. Podemos definir a nogao de predicado
n-ario com argumento em K definivel por uma férmula como antes. Se S’ é uma
assinatura finita contida em S, podemos definir a classe K’ dos redutos para S’ das
S-estruturas em K. Vamos caracterizar a definibilidade de predicados nesse novo
contexto.

Seja Q um predicado n-ario com argumento em K. Dizemos que existe um pre-
dicado n-4rio com argumento em K’ e associado a Q pelo reduto a S’ se QM = QN
quaisquer que sejam M e N em K cujos redutos para S’ sao iguais. Tal condicao
permite caracterizar a definibilidade de Q em termos do teorema fundamental da
teoria das defini¢oes. Quando a condicao € satisfeita, dizemos que o predicado n-ario
Q' com argumento em K’ definido por Q'M/ = QM, em que M’ é o reduto de M
para S’, é o predicado associado a Q pelo reduto a 5.

Segue a caracterizacao da definibilidade. A condicao necessaria e suficiente para
que um predicado n-ario @ com argumento em K seja definido por uma férmula F
cujos simbolos estao em S’ é que exista um predicado n-ario com argumento em K’
e associado a Q pelo reduto a S’, e que tal predicado associado a Q pelo reduto
a S’ seja definido por F. Por um lado, se Q é definido por uma férmula F' cujos
sfmbolos estdo em S’, entdao existe um predicado n-ario com argumento em K’ e
associado a Q pelo reduto a S’. Nesse caso, o predicado associado a Q pelo reduto
a S’ também é definido por F', e assim a condigao é satisfeita. Por outro lado, se
existe um predicado n-ario com argumento em K’ e associado a Q pelo reduto a ',
e o predicado associado a Q pelo reduto a S’ é definido por uma férmula F', entao
Q também é definido por F' e a condicao é suficiente.

106. EXERCICIO. Sejam S uma assinatura e M uma S-estrutura. Suponha que
cada sentenca A possui um nome em S representado por "A7. Seja I' o estoque
de sentencas em S que sao satisfeitas em M, e F e x uma férmula em S e um
pronome, respectivamente. Considere K a classe constituida por M apenas. Seja T
o predicado 1-drio com argumento em K determinado por a € T se e somente se
existe uma sentenca A tal que a ¢ "TA™ e M = A. Mostre que F com z define em
K o predicado 1-4rio T se e somente se para cada sentenca A, temos M |= A se e
somente se F,[" A7 estd em I'. Relacione isso com a nogao de definibilidade presente
no teorema de Godel-Tarski.



APENDICE A

Férmulas

1. Primeiras Definicoes e Propriedades

Os simbolos primitivos sdo virgula (,), parénteses, nomes préprios (f, g, h, [,
g, h' ..), pronomes (i, j, k, 7, j/, k', ...) e simbolos para quantificagdo existencial
(3), para disjuncao (V), para negacao (—), para proposigoes atomicas e predicados de
aridade finita (L, M, N, L', M', N’, ...). Estipulamos que simbolos para proposigoes
atomicas sao simbolos de predicado de aridade zero, e nos referimos coletivamente
aos simbolos para proposicoes atomicas e para predicados de aridade maior que zero
como simbolos de predicado, simplesmente. Os simbolos —, V e 3 sao chamados
simbolos 16gicos.

A nogao de férmula pode ser definida: Uma expressao é uma formula atomica
ou de complexidade 0 se e somente se é um simbolo para proposi¢ao atomica entre
parénteses ou é P(t,u,v,...), em que P é um simbolo de predicado e t, u, v, ... s@o
nomes em quantidade correspondente a aridade de P. Uma expressao ¢ uma féormula
de complexidade menor ou igual a n + 1 se e somente se é =A, (AV B), 3xA ou
formula atomica, em que A e B sao féormulas de complexidade menor ou igual a n
e x ¢ um pronome qualquer. Uma expressao é uma formula se e somente se é uma
férmula de complexidade menor ou igual a n, para algum n.

Podemos definir também a complexidade de uma féormula como segue: Uma
formula A é de complexidade n se e somente se A é de complexidade menor ou igual
a n e nao ¢ de complexidade menor ou igual a m, para qualquer m menor que n.

A ocorréncia destacada de =, V e 3 em cada uma das férmulas A, (AV B) e
dxA é a ocorréncia principal da respectiva féormula, que é dita ser uma negacao no
primeiro caso, uma disjuncao no segundo e uma existencial no terceiro. A férmula
A é chamada de escopo da existencial 3z A e da negacao —A. As férmulas A e B sao
chamadas de componentes da disjungao (A V B).

Usamos simbolos do estoque original apenas na medida da necessidade. Nao
usamos todos os simbolos de uma vez, pois é importante termos simbolos novos
(que nao ocorrem nas férmulas da vez) disponiveis para propdsitos diversos. Em
geral, para garantir que temos sempre disponivel um estoque ilimitado de simbolos
novos basta estipular que, até atingir o nimero de simbolos desejado no momento,
alternamos, no estoque original, entre simbolos usados e simbolos nao usados na
clausula atomica da definicao acima.

Vamos estabelecer duas propriedades importantes das férmulas, relacionadas a
contagem de parénteses, nos lemas seguintes.

83
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107. LEMA. [Primeiro lema dos parénteses]

O numero de ocorréncias do paréntese esquerdo em uma formula A € igual ao
numero de ocorréncias do parantese direito. Toda formula A termina em uma
ocorréncia do paréntese direito.

DEMONSTRAGAO. Vamos demonstrar o lema por inducao na complexidade de A.
Passo base:

Se A é uma férmula de complexidade 0, entao ou A é um simbolo para proposi¢ao
atomica entre parénteses ou A é P(t,u, v, ...). Nos dois casos A possui uma ocorréncia
do paréntese esquerdo e uma ocorréncia do paréntese direito e termina em uma
ocorréncia do paréntese direito.

Passo indutivo:

Se A é uma férmula de complexidade menor ou igual a n + 1, entao A é —B,
(BV C)oudzB, em que B e C sao féormulas de complexidade menor ou igual a n.
No primeiro e no terceiro casos o nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em
A é igual ao nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em B, e do mesmo modo
para o numero de ocorréncias do paréntese direito. Além disso, o tltimo termo de
A é o ultimo termo de B nesses dois casos. No segundo caso A termina em uma
ocorréncia do parentese direito e o numero de ocorréncias do paréntese esquerdo em
A é igual ao numero de ocorréncias do paréntese esquerdo em B mais o nimero de
ocorréncias do paréntese esquerdo em C' mais um, e do mesmo modo para o nimero
de ocorréncias do paréntese direito. Por hipotese de indugao, o niimero de ocorréncias
do paréntese esquerdo em B e em C' ¢ igual ao nimero de ocorréncias do paréntese
direito, e ambas terminam em um paréntese direito. Portanto, em qualquer caso, o
nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em A é igual ao niimero de ocorréncias
do paréntese direito e o ultimo termo de A é o paréntese direito. U

Uma férmula é uma cadeia de simbolos. Se A é uma féormula, entao uma parte
esquerda de A é uma cadeia de simbolos consecutivos em A cujo primeiro simbolo é
o primeiro simbolo de A. Esta implicito que uma parte esquerda tem pelo menos um
simbolo. Analogamente, uma parte direita de A é uma cadeia de simbolos consecu-
tivos em A cujo ultimo simbolo é o ultimo simbolo de A. Nos referimos as posicoes
em uma cadeia e aos simbolos que as marcam como termos dessa cadeia.

108. LEMA. [Segundo lema dos parénteses|

Se E ¢ uma parte esquerda de uma formula que nao € a propria formula, entao
o numero de ocorréncias do paréntese esquerdo em E é maior ou igual ao nimero
de ocorréncias do parantese direito, e € estritamente maior se E contém pelo menos
uma ocorréencia de paréntese.

DEMONSTRAGAO. Vamos demonstrar o enunciado por indu¢do no nimero de
ocorréncias de simbolos da parte esquerda FE.

Passo base:
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Se E tem apenas um termo, entao esse termo é um paréntese apenas no caso em
que E é parte esquerda de uma disjuncao ou é parte esquerda de uma férmula que
é apenas um simbolo para proposicao atomica entre parénteses, e é um paréntese
esquerdo nesses casos. Portanto, o nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em
E ¢ maior ou igual ao nimero de ocorréncias do parantese direito, e é estritamente
maior se E contém pelo menos uma ocorréncia de paréntese.

Passo indutivo:

Se E tem mais de um termo e E é parte esquerda de uma férmula que é apenas um
simbolo para proposicao atomica entre parénteses, e nao é a propria férmula, entao
E ¢ formada pelo paréntese esquerdo seguido do simbolo para proproposicao atomica
da formula. Nesse caso, temos a conclusao. Restam, portanto, quatro casos. Se E
é parte esquerda de P(t,u,v,...), entdo F contém a tnica ocorréncia do paréntese
esquerdo da formula. Como E nao é a prépria férmula, E nao contém o paréntese
direito. Se E é parte esquerda de —A, entao F é da forma —FE’, em que E’ é parte
esquerda de A que nao é a prépria A. O ntimero de ocorréncias do paréntese esquerdo
em F é igual ao nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em E’, e do mesmo
modo para o paréntese direito. Por hipotese de indugao, o niimero de ocorréncias do
paréntese esquerdo em E’ é maior ou igual ao nimero de ocorréncias do parantese
direito, e é estritamente maior se E' contém algum paréntese. Se E é parte esquerda
de dz A, entdao E é dr ou da forma JzE’, em que E’ é parte esquerda de A e nao é a
propria A. O numero de ocorréncias do paréntese esquerdo de F é zero na primeira
alternativa e igual ao niimero de ocorréncias do paréntese esquerdo de E’ na segunda,
e do mesmo modo para o paréntese direito. Por hipétese de inducao, o nimero de
ocorréncias do paréntese esquerdo em £’ é maior ou igual ao nimero de ocorréncias
do parantese direito, e é estritamente maior se E’ contém algum paréntese. Em todos
os casos temos o resultado para E.

Resta apenas o caso em que E é parte esquerda de (A V B) e nao é a prépria
(AV B). Nesse caso, E é da forma (E’, em que E’ é parte esquerda de A, ou é (AV,
ou é da forma (AV E”, em que E” é parte esquerda de B. Na primeira alternativa o
numero de ocorréncias do paréntese esquerdo em F ¢ igual ao nimero de ocorréncias
do paréntese esquerdo em £’ mais um, e o niimero de ocorréncias do paréntese direito
em F é o nimero de ocorréncias do paréntese direito em E’. Por hipétese de inducao,
o nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em E’ é maior ou igual ao ntimero
de ocorréncias do parantese direito. Na segunda alternativa o niimero de ocorréncias
do paréntese esquerdo em FE ¢é igual ao niimero de ocorréncias do paréntese esquerdo
em A mais um, e o numero de ocorréncias do paréntese direito em E é o nimero
de ocorréncias do paréntese direito em A, que é igual ao nimero de ocorréncias
do paréntese esquerdo em A. Na terceira alternativa, o nimero de ocorréncias do
paréntese esquerdo em F ¢é igual ao numero de ocorréncias do paréntese esquerdo
em A mais o numero de ocorréncias do paréntese esquerdo em E” mais um, e o
nimero de ocorréncias do paréntese direito em E é o numero de ocorréncias do
paréntese direito em A mais o nimero de ocorréncias do paréntese direito em E”.
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Por hipétese de inducao, o nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em E” é
maior ou igual ao ntimero de ocorréncias do paréntese direito em E”. Concluimos
que em todas as alternativas o nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em £
¢é estritamente maior que numero de ocorréncias do paréntese direito em £, o que
termina a demonstracao. U

109. OBSERVACAO. Se D é uma parte direita de uma férmula A, entao o nimero
de ocorréncias do paréntese direito em D é maior ou igual ao niimero de ocorréncias
do paréntese esquerdo. De fato, ou D é a propria A, e temos a igualdade nesse caso,
ou A é ED, em que E é a parte esquerda complementar a D em A. Como em ED
temos o mesmo nimero de ocorréncias dos parénteses esquerdo e direito, do segundo
lema dos parénteses segue que o nimero de ocorréncias do paréntese direito em D
¢ maior ou igual ao nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo, e é estritamente
maior se F contém algum paréntese.

Dos lemas segue que uma parte esquerda de uma féormula que nao é a prépria
formula nao é uma férmula. De fato, seja F uma parte esquerda de A que nao
é a formula toda. Se E nao contém um paréntese, entao F nao é uma férmula,
pois, pelo primeiro lema dos parénteses, o ultimo termo de qualquer féormula é o
paréntese direito. Se F contém pelo menos um paréntese, entao, pelo segundo lema
dos parénteses, E' contém mais parénteses esquerdos que direitos. Novamente, pelo
primeiro lema dos parénteses, ' nao ¢ uma férmula.

110. ExERrcicio. Defina, por inducao na complexidade, o nimero méximo de
ocorréncias encaixadas de simbolos l6gicos em uma féormula A. Demonstre, por
inducao em n, que uma féormula A é de complexidade n se e somente se 0 nimero
maximo de ocorréncias encaixadas de simbolos logicos em A é igual a n.

2. Subférmulas e Leitura Unica

Se A é uma férmula, entao uma cadeia de simbolos consecutivos em A que é ela
préopria uma formula é uma subférmula de A. Vimos acima que uma parte esquerda
de uma férmula que nao é a propria formula nao é uma subféormula. Queremos
caracterizar completamente as subférmulas de uma férmula dada. O primeiro passo
¢ o importante lema a seguir sobre a ocorréncia de subférmulas, segundo o qual
cada ocorréncia de -, V e 4 em uma férmula é a ocorréncia principal de alguma
subférmula.

111. LEMA. [Lema da ocorréncia de subférmulas]
Cada ocorréncia de —, V e 3 em uma formula qualquer € a ocorréncia principal
de alguma subformula da formula dada.

DEMONSTRACAO. Seja A uma férmula qualquer. Vamos mostrar, por inducao
na complexidade, que qualquer ocorréncia de =, V e 9 em A é a ocorréncia principal
de alguma subférmula de A. Se A é uma férmula atomica, entao nao ha ocorréncias
de =, V e dem A, e o passo base estd demonstrado.
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Suponhamos que A é =B, e que B satisfaz a condicao que queremos demons-
trar para A. Segue que cada ocorréncia de —, V e 4 em A que estd em B é
a ocorréncia principal de uma subférmula de B. Por definicao, essa subférmula
também é subférmula de A, e isso mostra que as ocorréncias de -, V e 3 em A que
sao também ocorréncias em B satisfazem a condigao. Resta mostrar apenas que a
Unica ocorréncia de = em A que nao estd em B também satisfaz a condicao. Mas
essa ocorréncia é a ocorréncia principal da prépria A, e esse caso esta concluido.

Agora, se A é (BV C), em que B e C satisfazem a condi¢do que queremos
demonstrar para A, entao cada ocorréncia de =, V e 3 em A que estd em B ou em
C é a ocorréncia principal de uma subférmula de A. Além disso, a unica ocorréncia
de V que nao estd em B e nao estd em C' é, também, a ocorréncia principal de uma
subférmula, a prépria A, o que conclui esse caso.

Do mesmo modo, se A é 3x B, em que B satisfaz a condicao que queremos demons-
trar para A, entao cada ocorréncia de =, V e 3 em A que estd em B é a ocorréncia
principal de uma subférmula de A. A unica ocorréncia de 3 que nao esta em B é a
ocorréncia principal da prépria A, e o resultado estd demonstrado. [l

Com a nogao de subférmula podemos definir as nogoes de ocorréncia ligada e de
ocorréncia livre de um pronome. Se x é um pronome e A é uma férmula, dizemos
que uma ocorréncia de x em A é uma ocorréncia ligada se esta em uma subférmula
do tipo dxB de A. As ocorréncias de x em A que nao sao ligadas sdo chamadas de
ocorréncias livres.

Chegamos agora a caracterizagao completa das subféormulas de uma férmula dada,
apresentada no lema abaixo. Da caracterizagao temos que nao ha ambiguidade na
leitura das férmulas.

112. LEMA. [Lema da leitura tnica

A dnica subformula de uma formula atomica € ela propria. Uma subformula
de uwma negagcao € a propria negacao ou uma subféormula do seu escopo. Uma
subformula de uma disjuncgao € a propria disjuncao ou uma subformula de uma das
suas componentes. Uma subformula de uma existencial é a propria existencial ou
uma subformula do seu escopo.

DEMONSTRAGAO. Se A é uma férmula atomica e contém apenas um simbolo
para proposicao atomica entre parénteses, entao é claro que a unica subférmula de
A é ela prépria. Se A é P(t,u,v,...), entdo o simbolo inicial P ocorre em qualquer
subféormula de A. De fato, uma subférmula é uma férmula, e nao ha uma férmula
em que apenas nomes, virgulas e parénteses ocorrem. Como P apenas nao ¢ uma
formula, uma subférmula de A deve conter a ocorréncia do paréntese esquerdo que
sucede o simbolo P, e como o niimero de ocorréncias do paréntese esquerdo é igual ao
nimero de ocorréncias do paréntese direito em qualquer féormula, uma subférmula de
A contém também a ocorréncia final do paréntese direito. Portanto, uma subférmula
de A contém o primeiro e o ultimo termos de A, e é a propria A.

Uma subférmula da negacao —A que nao contém o termo inicial = é, por definicao,
uma subférmula do escopo A. Resta mostrar que uma subférmula de —=A da forma
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-F, em que E é parte esquerda de A, é a prépria ~A. Se —F é uma férmula,
entao F contém pelo menos uma ocorréncia do paréntese direito, pois toda férmula
termina com paréntese direito. Se E nao é a prépria A, entao, pelo segundo lema dos
parénteses, F/ contém mais ocorréncias do paréntese esquerdo que do direito. Como
as ocorréncias de parénteses em —FE correspondem as ocorréncias de parénteses em
E, ha mais ocorréncias do paréntese esquerdo que do direito em —FE e —E nao é
férmula. Portanto, se —=F é féormula, entdao E é A e o resultado estd demonstrado
nesse caso.

Uma subférmula da existencial 3z A que estd inteira contida em A é, por definicao,
uma subférmula de A. Resta mostrar que se uma subférmula de 3z A nao esta contida
em A, entao ela é a prépria drA. Em primeiro lugar, observamos que nenhuma
férmula comeca por um pronome z: As férmulas atomicas nao comecam com um
pronome, as negacoes comecgam com —, as existenciais comecam com J e as disjuncoes
comegam com o paréntese esquerdo. Portanto, uma subférmula de 3x A que nao estéd
contida em A é da forma JzF, em que F é parte esquerda de A. Como as ocorréncias
de parénteses em drE correspondem as ocorréncias de parénteses em FE, ha mais
ocorréncias do paréntese esquerdo que do direito em drE e dxF nao é férmula.

Agora, seja C' uma subférmula da disjungao (A V B) que nao é subférmula de A
e nao é subféormula de B. Sabemos que C' contém a ocorréncia inicial do paréntese
esquerdo, ou a ocorréncia principal de V ou a ocorréncia final do paréntese direito.
Uma cadeia de simbolos consecutivos em (A V B) que contém a ocorréncia inicial do
paréntese esquerdo é a prépria (AV B) ou de um dos trés tipos: (E, (AV, (AVE', em
que E é parte esquerda de A e E’ é parte esquerda de B. A férmula C' nao pode ser de
um desses trés tipos porque o ntmero de ocorréncias do paréntese esquerdo é maior
que o numero de ocorréncias do paréntese direito em todos os casos. Analogamente,
uma cadeia de simbolos consecutivos em (A V B) que contém a ocorréncia final do
paréntese direito é a propria (A V B) ou de um dos trés tipos: DV B), VB), D'),
em que D é parte direita de A e D’ é parte direita de B. A férmula C' nao pode ser
de um desses tres tipos porque o nimero de ocorréncias do paréntese direito é maior
que o numero de ocorréncias do paréntese esquerdo em todos os casos.

Finalmente, vamos considerar uma cadeia de simbolos consecutivos em (A V B)
que contém a ocorréncia principal de V, mas nao contém a ocorréncia inicial do
paréntese esquerdo nem a ocorréncia final do paréntese direito. Uma tal cadeia é de
um dos trés tipos: DV, VE', DV E’, em que D é parte direita de A e E’ é parte
esquerda de B. A férmula C' nao pode ser do primeiro tipo porque uma férmula
nao termina com V; também nao pode ser do segundo tipo porque uma férmula nao
comeca com V. Suponhamos que C seja do terceiro tipo. Pelo lema da ocorréncia
de subférmulas, a ocorréncia destacada de V em C' é a ocorréncia principal de uma
subféormula C; de C. Ou seja, C; também é do tipo D V E’, em que D é parte
direita da A e E’ é parte esquerda de B, e, além disso, C; é uma disjuncao e a
ocorréncia destacada de V é a ocorréncia principal de Cy. Essa propriedade adicional
nao é garantida para C, por isso precisamos passar para a subféormula C;. Agora,
como (7 é uma disjungao, C'; comega com o paréntese esquerdo e termina com o
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paréntese direito. Portanto, C; é uma disjuncao da forma (G V H), em que G é
férmula, H é férmula, H) é parte esquerda de B e (G ¢ parte direita de A. Mas isso
¢ impossivel, pois H) é parte esquerda de B e contém um paréntese, o que implica
que o nimero de ocorréncias do paréntese esquerdo em H) é estritamente maior que
o numero de ocorréncias do paréntese direito, portanto que o niimero do ocorréncias
do paréntese esquerdo em H ¢ estritamente maior que o nimero de ocorréncias do
paréntese direito, e H nao é uma férmula. [l

Vamos mostrar agora que nao ha ambiguidade na escrita de férmulas. Por exem-
plo, nao ha uma cadeia de simbolos que é uma negacao —A e é também uma disjuncao
(B Vv C). De fato, ndo hé cadeia de simbolos tal que a primeira ocorréncia é uma
ocorréncia de — e também é uma ocorréncia de (. De modo geral, se duas férmulas
correspondem a mesma cadeia de simbolos, entao uma seria subféormula da outra.
Mas isso é impossivel segundo o lema da leitura tnica, pois o comprimento de uma
férmula é estritamente maior que o comprimento de qualquer subférmula que nao é
a propria formula. Em particular, em uma cadeia de simbolos que é uma féormula de
complexidade maior que zero ha uma tnica ocorréncia principal de simbolo 16gico —,
Ve d

Para dar um exemplo de escrita ambigua, que é econémica em termos de ocorrén-
cias de parénteses, considere a cadeia de simbolos AV B, em que A e B sao férmulas.
H&4 uma insuficiéncia de ocorréncias de parénteses nessa escrita, o que nao ocorre
na escrita oficial. E possivel desambiguar essa escrita de dois modos, (mAV B) e
—(AV B), o que resulta em uma disjungdo no primeiro caso e em uma negagao no
segundo. Contudo, ha varias convencoes estabelecidas para usar uma escrita mais
economica que a oficial. Por exemplo, podemos eliminar os parénteses que cercam os
simbolos para proposi¢oes atomicas e estipular que, em caso de duvida, a ocorréncia
principal é sempre de uma disjuncdao. Sob essa convencao, a escrita —=A V B nao é
ambigua, ela corresponde a férmula (A V B).

113. EXERcic1o. Seja A uma férmula. Depois de lembrar a defini¢ao de instancia,
demonstre que uma instancia de uma subférmula de uma instancia de uma subférmula
de A é, por sua vez, uma instancia de uma subférmula de A.



APENDICE B

A Teoria de Zermelo-Fraenkel

1. Axiomas

Neste apéndice introduzimos axiomas que, adicionados ao sistema dedutivo do
capitulo 2, formam uma representagao simbdlica considerada padrao da matematica.
Contudo, essa imagem formal da matematica, ou de parte dela, também tem interesse
préprio como teoria matematica autonoma, e é intensamente estudada por si. E
assim que essa teoria serd apresentada aqui, como tendo interesse independente, nao
como mero recurso formal que é resultado da tentativa de atingir uma representacao
simbodlica da matematica.

Os axiomas de uma teoria matematica nao sao escolhidos ao acaso, mas segundo
uma direcao de investigagao, uma ideia que a teoria pretende seguir. Entendemos
que essa direcao ou ideia pode ser caracterizada por meio de uma lista de principios
diretivos instituidos historicamente, e ela prescreve o proprio padrao de correcao por
tras da teoria. Vamos apresentar uma tal lista para a teoria de Zermelo-Fraenkel
e, em seguida, uma explicacao detalhada de cada principio. Depois apresentaremos
os axiomas de ZF', que sao justificados a partir da ideia formulada pelos principios
diretivos.

(1) Um conjunto deve ser determinado por seus elementos que, por sua vez,
devem ser conjuntos determinados por seus elementos.

(2) Nao pode haver regresso infinito na determinac¢do de um conjunto a partir
dos seus elementos.

(3) Uma selegao arbitréria de elementos de um conjunto deve determinar um
conjunto, que deve ser um subconjunto do conjunto original.

(4) Uma troca arbitraria de cada elemento de um conjunto por um conjunto
qualquer deve determinar um conjunto.

(5) Os elementos dos elementos de um conjunto devem determinar um conjunto.
(6) Os subconjuntos de um conjunto devem determinar um conjunto.

(7) Deve haver um conjunto infinito.
90



1. AXIOMAS 91

O primeiro principio prescreve que os elementos de um conjunto sao também
conjuntos, e nao ha conjuntos distintos tais que todo elemento de um deles é também
elemento do outro. Em particular, se dois conjuntos sao distintos entao deve haver
pelo menos um elemento em um desses conjuntos.

O segundo principio prescreve que a determinacao transitiva dos conjuntos por
seus elementos nao pode envolver um regresso infinito, caso contrario nao poderiamos
falar que os conjuntos sao determinados a partir dos seus elementos. Se a é um con-
junto e b é um elemento de a, entao a é determinado, em parte, a partir de b. Para
isso, devemos ter que b, ele préoprio, é determinado. Mas b também é um conjunto
e se ¢ ¢ um elemento de b, entao b é determinado em parte a partir de ¢, que deve
estar determinado, e assim sucessivamente. Para nao cair em um regresso infinito
na determinacao transitiva de a, um conjunto sem elementos deve ser atingido nesse
processo, que ¢ assim interrompido, independentemente das escolhas sucessivas dos
supostos elementos b, ¢, etc. A existéncia de um conjunto sem elementos nao é con-
flitante com o primeiro principio, desde que nao haja dois conjuntos sem elementos,
pois, nesse caso, 0 mesmo é determinado (por seus elementos).

O principio (3) prescreve que dado um conjunto e dada uma selecdo qualquer
de elementos desse conjunto, deve haver um conjunto cujos elementos sao aqueles
escolhidos do conjunto dado. O principio (4) prescreve que dado um conjunto e dada
uma correspondeéncia entre elementos desse conjunto e conjuntos quaisquer, deve
haver um conjunto cujos elementos sao os conjuntos correspondentes aos elementos
do conjunto dado. O novo conjunto é obtido pela troca de cada elemento do conjunto
original pelo conjunto correspondente.

O principio (5) prescreve que para cada conjunto hd um conjunto cujos elementos
sao os elementos dos elementos do conjunto dado, e é chamado de uniao do conjunto
dado. O principio (6) prescreve que para cada conjunto hd um conjunto cujos ele-
mentos sao os subconjuntos do conjunto dado e é chamado de conjunto das partes do
conjunto dado. O principio (7) prescreve que deve haver um conjunto com infinitos
elementos.

Conforme exposto acima, uma axiomatizacao para a teoria de conjuntos deve
ser justificada a partir dos principios diretivos, e apresentamos a seguir uma lista de
axiomas assim justificados para a teoria de conjuntos. O sistema formal resultante da
adicao desses axiomas ao sistema dedutivo da logica de primeira ordem é conhecido
como ZF.

De inicio, apenas dois simbolos de predicado bindrios ocorrem nas férmulas do
nosso sistema. Como ¢ usual, outros simbolos sao introduzidos com descricoes. As
férmulas atomicas iniciais da teoria de conjuntos sao representadas por x € y e x = v,
para x e y pronomes quaisquer. E conveniente enfatizar que nao hé restrigoes para
a ocorréncia de pronomes em féormulas atomicas: Podemos escrever x € x, também
podemos escrever x € y Vy € z. Ha apenas uma categoria sintatica de pronomes,
e nao duas categorias ‘pronomes para elementos’ e ‘pronomes para conjuntos’. As
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férmulas que sdo negagoes de atomicas sao representadas por x € y e x # y, como é
usual.

Na formulacao abaixo assumimos que os pronomes z, y, z, W, T1, Y1, T2 € Yz SAO
distintos. Para simplificar a notacao, varios axiomas sao apresentados como férmulas
com ocorréncias livres de pronomes. Apenas o axioma do infinito é apresentado como
uma sentenca. Contudo, para cada formula podemos obter, pela prefixacao de uma
quantificacao universal para cada pronome com ocorréncias livres, uma sentenga a
partir da qual a féormula original é dedutivel e que é dedutivel a partir da féormula
original.

- Axiomas da igualdade:

rT=2x
(1 =y1 ANxa =y2) = (T1 = T2 = Y1 = Yo)

(a:lzyl/\xzzyg)%(xl€x2—>y1€y2)

A férmula x = y — Vz(z € x <> z € y) é dedutivel a partir dos axiomas da
igualdade. De fato, trata-se de um caso particular do teorema da indiscernibilidade
dos iguais. A equivaléncia obtida como consequéncia tautolégica dessa implicacao
e de sua conversa, fornecida pelo proximo axioma, é uma formalizacao do primeiro
principio.

- Axioma da extensionalidade:

Vz(z€xrz€y) D=y

O principio (2) prescreve a nao ocorréncia de regresso infinito na determinagao
dos conjuntos a partir de seus elementos. Ou seja, nao pode haver uma sequéncia
infinita de conjuntos tal que cada termo da sequéncia tem o termo seguinte como
elemento. Uma tentativa de formalizar isso diretamente resultaria em algo do tipo
—(z9 € 1 Ax3 € T3Axy € T3A...), mas isso nao é uma férmula. Contudo, se pensamos
que um conjunto denotado por x tem como elementos exatamente os termos de uma
sequencia dada qualquer, entao o principio prescreve que se x possui pelo menos um
elemento entao nao pode ser que para qualquer elemento de x ha um elemento de x
que é também elemento daquele elemento. Essa propriedade pode ser formalizada e
é assim que o proximo axioma ¢ obtido.

- Axioma da regularidade:

Jy(yexr) > ylyexAVz(z €x — z ¢ y))

Para cada féormula A, se x é dado, entao uma selecao de elementos de x é dada
por A: Os elementos z de = que satisfazem A. Segundo o principio (3), essa sele¢ao
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de elementos de x determina um y. Se fosse o caso que as sele¢oes arbitrarias de
elementos sdo exatamente as selegoes dadas por férmulas, entao o principio (3) seria
completamente formalizado pelo esquema seguinte.

- Axioma da separagao:
YVz(z €y < (z € z N A)),

em que A é uma férmula qualquer e o pronome y nao ocorre em A.

Para cada formula A, se x é dado e A é tal que para todo x; existe um tinico ¥
tal que A, entdo uma troca de elementos de = é dada por A: A troca dos elementos
x1 pelos y; correspondentes de acordo com A. Segundo o principio (4), essa troca
de elementos de x determina um y. Se fosse o caso que as trocas arbitrarias de
elementos sdo exatamente as trocas dadas por férmulas, entdo o principio (4) seria
completamente formalizado pelo esquema seguinte.

- Axioma da troca:
Va1 3y Vya(A A (Ay, [y] = 11 = 92)) = IV (y1 € y < Foi(a1 € 2 A A),
em que A é uma férmula qualquer e os pronomes y e 35 nao ocorrem em A.
Os préximos dois axiomas sao formalizagoes diretas dos principios (5) e (6).
- Axioma da uniao:

YVz(z € y <> Jw(w € z A z € w)).

- Axioma das partes:

JYVz(z € y <> Yw(w € z = w € 7).

O principio (7) poderia ser formalizado por meio de uma descri¢ao direta do que
seria a infinitude de um conjunto. A formalizacao usual é mais indireta, contudo, e
¢ a que apresentamos aqui. Vamos abreviar a férmula Jy(y € x AVz(z ¢ y)) por
() € x. A expressao para o proximo axioma deve ser entendida como a abreviacao da
formula correspondente.

- Axioma do infinito:

I exAVylyer — Fz(z€x AVw(w € z > w EyVw=y))))

114. EXERcicIO. Mostre que se ocorréncias livres de y sao permitidas na féormula
da separagao, entao é possivel deduzir uma contradigao (e qualquer outra férmula)
a partir de JyVz(z € y <> (z € x ANz ¢ y)).
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2. Primeiros Passos Formais em ZF

Vamos dar uma pequena amostra de como desenvolver formalmente a teoria de
conjuntos a partir dos axiomas, nos concentrando na introducao de nomes préprios
e de simbolos de predicado. Todos os nomes proprios considerados abaixo sao novos,
ja que na assinatura inicial nao ha nomes proprios. Nao é dificil se convencer que
nosso aparato formal é suficiente para os raciocinios usualmente empregados na ma-
tematica, mas ¢ ao mesmo tempo impraticavel e nada esclarecedor escrever deducoes
formais aqui. Por isso, vamos descrever dedugoes formais, nao apresentar toda a
sequéncia de passos.

Por exemplo, podemos deduzir a sentenga JyVz(z ¢ y) como segue. Considere o
axioma da separacao seguinte:

IWNVz(z €y 2z €T Nz #2).
Agora, (z ¢ y) <> (z € y <> z € © A z # z) é consequéncia tautoldgica do axioma
z = z, portanto é dedutivel. Através da substituicdo por equivalentes vemos que
JyVz(z ¢ y) é dedutivel a partir dos axiomas.

Vamos representar por () um nome préprio novo introduzido com a descricao
Vz(z ¢ 0). Seja a um nome préprio novo e assuma que Vz(z ¢ a). Podemos deduzir,
a partir dessa premissa, que a = ). De fato, a partir de z ¢ a e z ¢ () deduzimos
2 € a +» z € () como consequéncia tautolégica. Usando a instancia apropriada do
axioma da extensionalidade deduzimos que a = (). Agora também podemos deduzir
a equivaléncia entre a formula abreviada no axioma do infinito e sua abreviacgao.
Primeiro usamos o teorema da dedugao para concluir que Vz(z ¢ a) — a = () é
dedutivel (a partir da descrigdo do nome {) e dos axiomas). Por outro lado, deduzimos

a=0— (Vz(z ¢ a) < Vz(z ¢ 0)),
pela indiscernibilidade dos iguais. Disso segue, por consequéncia tautolégica, que
a =10 < Vz(z ¢ a) é dedutivel. Como a é um nome préprio novo, temos que

y =0 < Vz(z ¢ y) é dedutivel, pelo teorema dos nomes préprios. A substitui¢ao
por equivalentes mostra que

Jy(y cxAV2(2 ¢ y)) < y(y cax Ay =10)
¢é dedutivel. A eliminacao dos nomes aplicada a segunda componente mostra que
Jyly ez AV2z(z ¢ y)) < Dex

é dedutivel, o que justifica agora a abreviacao utilizada antes.

Vamos abreviar ainda mais nossas descrigoes de deducgoes. Ao descrever uma
dedug¢ao nao vamos raciocinar como se estivéssemos dentro do sistema formal, mas
usando uma linguagem humana para descrever o desenvolvimento da teoria a partir
dos axiomas.

Pelo axioma da unido, JyVz(z € y <> Jw(w € a Az € w)), em que a é um
nome préprio. Representamos por | Ja um nome préprio introduzido com a descri¢ao
Vz(z € Ja < Jw(w € a A z € w)). Seja b um nome préprio novo e assuma que

Vz(z € b <> Jw(w € a A z € w)).
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A partir dessa premissa e do axioma da extensionalidade segue que b = |Ja, com
isso, que a uniao é unicamente determinada.

Seja a um nome préprio tal que a sentenga Jy(y € a) é dedutivel. Seja b um
nome proprio introduzido com a descrigao b € a. Vamos considerar agora o axioma
da separacgao

YWNVz(z €y z €bAVW(w € a — z € w)).
Representamos por [ a um nome préprio introduzido com a descrigao
Vz(z€(Na<+ z€bAVw(w € a — z € w)).

Sejam ¢ um nome préprio introduzido com a descri¢ao ¢ € a e d um nome proprio
introduzido com a descrigao

Vz(z €d >z € cAVw(w € a — z € w)).
Para deduzir d = () a basta deduzir
(zecANVw(wea—zew)) < (z€bAYw(w € a— z €w)).

Pelo teorema da substitui¢ao, temos Yw(w € a — z € w) — (b € a — z € b) e
Vw(w € a = 2z € w) = (c € a — z € ¢). Apartirde b € aec € a temos, por
consequéncia tautoldgica, que Vw(w € a -+ z € w) - z €beVw(w € a — 2z € w) —
z € c. Portanto,

(ze€cANVw(wea—zew)) < (z€bAYw(w € a— z € w)),

por consequéncia tautolégica, e d = [)a pelo axioma da extensionalidade. Con-
cluimos que a intersecao é unicamente determinada.

Analogamente, se a é um nome préprio qualquer, entao a partir do axioma das
partes temos JyVz(z € y <> Yw(w € z — w € a)). Representamos por p(a) um
nome proprio introduzido com a descri¢ao

Vz(z € p(a) <> Yw(w € z = w € a)).
Como antes, se b é um nome proprio, entao a partir de
Vz(z € b Vw(w € z — w € a))

e do axioma da extensionalidade deduzimos b = p(a).

Outros nomes usuais podem ser introduzidos com descri¢oes apropriadas: Sejam
a e b nomes préprios novos. Os nomes aUb, aNb, a\ b, {a,b} e (a,b) para “uniao
de a e 0", “intersecao de a e b”, “diferenca de a e b”, “par nao-ordenado de a e b”
e “par ordenado de a e b” podem ser introduzidos com as descri¢goes usuais, ja que
as sentencas existenciais correspondentes sao dedutiveis a partir dos axiomas. Por
exemplo, a \ b pode ser introduzido com a descri¢do Va(z € a\b<>x €aNx ¢ b) e
(a,b) pode ser introduzido com Vz(x € (a,b) <+ Vy(y € x <y =a) VVy(ly € x <>
y=aVy="))). E conveniente introduzir também o nome {a} para “unitério de a”.

O simbolo de relacao C para “estd contido em” pode ser introduzido com a
descrigao x C y > Vz(2 € © — z € y) e o simbolo de propriedade Tr para “é
transitivo” pode ser introduzido com Tr(z) <> Yy(y € © — y C x). O simbolo de
predicado Op para “é par ordenado de” pode ser introduzido com
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Op(x,z1,29) > Vy(y € x <> Iz Tzo(Vw(w E y <> w =21 Vw = 23) A
Vw(w € 21 > w =x1) AVw(w € 22 > w =21 VW = 23)))
Os simbolos de propriedade Rl e F'n para “é relacao” e “é funcao”, respectivamente,
podem ser introduzidos com as descrigoes

Ri(x) <> Vy(y € = > Jy13y20p(y, y1,y2))

Fn(z) <> Rl(x) ANVyVaVuVyVas((y e s Az € x A
Op(ya w, y2) A Op(Z, w, 22)) — Y2 = ’22)‘
O simbolo de propriedade Ind para “é indutivo” pode ser introduzida com a descri¢ao
Ind(z) < 0DexAVy(ycex — z(z €z AVw(w € z > w € yVw=1y)))),
presente no axioma do infinito.

Vamos retomar o caso de nomes préprios usualmente introduzidos em teoria de
conjuntos. Se A é uma férmula, que pode conter simbolos introduzidos com uma
descrigao, tal que x ndo ocorre em A e tal que JxVy(y € x <+ A) é uma sentenca
dedutivel, entdo representamos por {y: A} um nome préprio introduzido com a
descricao

Vy(y € {y : A} < A).
Se a é um nome préprio tal que Yy(y € a <> A), entdao a = {y : A} segue do axioma
da extensionalidade.

Para fechar essa pequena amostra de desenvolvimento formal, vamos mostrar que
o nome proprio N pode ser introduzido com a descri¢ao

Ind(N) AVz(Ind(z) - N C z2).
E preciso mostrar que as condicoes de existéncia e unicidade para tal descricao sao

dedutiveis. Pelo axioma do infinito, 3z/nd(z). Seja a um nome préprio novo tal que
Ind(a). Pelo axioma da separagao,

YVz(z € y <> (2 € p(a) A Ind(2))).

Introduzimos os nomes préoprios

{z:ze€pla)NInd(z)} e N{z: 2z € pa) A Ind(z)},
representados por b e ¢, respectivamente, para abreviar. A sentenca

Ind(c) ANVz(Ind(z) — ¢ C z)
é dedutivel usando as descri¢oes de a, b e ¢. De fato, se d é outro nome proprio novo.
A partir da premissa Ind(d), as sentencas d Na € p(a) e dNa € b sdo dedutiveis.
Agora, (1b C dNa e c C d sdo dedutiveis a partir de d Na € b. Pelo teorema da
deducao,
Ind(d) —»cCd

é dedutivel a partir das descricoes dos nomes préprios a, b e c. Pelo teorema dos
nomes proprios e pela regra de generalizagao,

Vz(Ind(z) — ¢ C 2).
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Mas Ind(c) também ¢é dedutivel a partir das descrigdes acima. Pela conservatividade
da introdugao de nomes préprios com uma descricao,
Jy(Ind(y) ANVz(Ind(z) — y C 2)).
Introduzimos o nome N com a descricao
Ind(N) AVz(Ind(x) - N C x).

Se a é qualquer nome préprio tal que Ind(a) A Va(Ind(x) — a C x), entdo tanto
N C a quanto a C N sao dedutiveis a partir dessas descrigoes. Disso segue a condi¢ao
de unicidade.

Esses pequenos passos formais em teoria de conjuntos tem por finalidade apenas
ilustrar uma parte inicial do desenvolvimento interno dessa teoria com o emprego dos
resultados demonstrados nos dois primeiros capitulos. Claro que tal desenvolvimento
extrapola, em muito, essa amostra aqui apresentada e, além disso, a metateoria desse
sistema também se encontra muito desenvolvida. Decidimos incluir este pequeno
apéndice pois, como ja dissemos, trata-se de uma representacao formal padrao da
matematica que nao pode ser ignorada por quem pretende seguir em frente nos
estudos fundacionais conduzidos no campo da logica.

115. ExErcicio. Complete a demonstracao da condicao de existéncia para a
introdugdo do nome préprio N mostrando que Ind(c) também é dedutivel a partir
das descrigdoes dos nomes préprios a, b e ¢, conforme o antepenultimo paragrafo
acima.
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